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В рамках концепції надпросторової симетрії отримано та проаналізовано повне коливне 

зображення для структури багатокомпонентного кристалу – представника складних реальних 
кристалів з (2а×2а×2а)-надграткою. Останнє дозволяє оцінити вклад в коливання кристалічної ґратки 
кожного атома. 

3BaTiO

 
В зв’язку з вирішенням багатьох фундаментальних проблем фізики твердого тіла 

в сучасній науковій літературі значна увага приділяється висвітленню питань про 

приховану симетрію різнотипних фізичних систем.  В більшості випадків федорівська 

симетрія останніх не відображає максимальної симетрії системи взаємодіючих атомів. 

В зв'язку з цим питання динаміки ґратки, теоретичне дослідження коливних спектрів 

складних кристалів є актуальними, а інтерес багатьох вчених до моделювання їх 

фононних спектрів сьогодні все більше зростає. 

Для вирішення подібних проблем слід застосовувати різного роду узагальнення 

симетрії. В зв'язку з цим в роботі перевага надається концепції надпросторової 

симетрії, яка дозволяє розглядати кристали з єдиної точки зору, зокрема, базуючись на 

понятті  структури протокристалу та збільшенні розмірності   фазового простору.  

Об’єкти та методи дослідження 

Об’єкт досліджень – динаміка ґратки кристалу  як композиційно 

модульованої структури, дослідження симетрії коливних віток. Вивчення розкладів 

нормальних зміщень в різних точках зони Бриллюєна. 

3BaTiO

Постановка задачі 

Метою досліджень є виявлення та опис узагальненої кольорової симетрії будови 

кристалу  з -надграткою та її врахування для аналізу розкладів 

нормальних зміщень в різних точках зони Бриллюєна.  

3BaTiO )222( aaa ××

Результати та обговорення 

Структура кристалу  може розглядатися, як “модуляційна структура” і є 

реальним багатокомпонентним представником із сімейства з 

3BaTiO

)222( aaa ×× окупаційною 
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надграткою. Для опису цього сімейства  можна виділити модельну односортну  просту 

кубічну елементарну комірку , що розглядається в якості протокристалу.  

Структура кристалу   відноситься до однопараметричних структур. 

Комірка  містить одну формульну одиницю , а стосовно координат атомів 

можна скористатися одним із двох способів щодо вибору початку координат в 

просторовій групі : 

3BaTiO

3BaTiO 3ABO

1
hO

 

   Ba    1(a)      0   0   0                                                    Ba    1(b)      ½   ½   ½  

   Ti    1(b)      ½  ½  ½                        або                      Ti     1(a)       0    0    0 

   O    3(d)       ½  ½  0                                                    O     3(c)        ½   0    0 .         

                            

Титанат барію  при кімнатній температурі має полікристалічну структуру 

перовскіту, у якій атоми кисню утворюють октаедр, у центрі якого знаходиться атом 

титану (рис.1). 

 
Рис.1. Кристалічна структура BaTiO3 при кімнатній температурі. 

 Специфіка фазових переходів в кристалах типу BaTiO3 та їх практичне 

застосування продовжують викликати інтерес до дослідження фізичних властивостей 

цього класу кристалів.  

Добре відомо [1,2], що для кристалу BaTiO3 характерними є фазові переходи 

типу зміщення. Суттєвим для них є присутність активного зображення в коливному 

зображенні кристалу, яке визначається типом кристалічної структури [1-3].  

В процесі теплового руху кристалу перетворюються не тільки координати атомів 

r , але і відповідним чином всі величини зміщень . Тобто, виходячи із концепції ),( nru
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Q-  або Wq-симетрії, інваріантно перетворювати кристал буде група симетрії, яка є 

підгрупою прямого добутку групи симетрії протокристалу  та групи симетрії 

модуляційної функції в термінах фазових множників .  

0G

)(ruG

Інваріантність протокристалу задають наступні співвідношення між 

штрихованими і не штрихованими координатами: 

 
).,('

),,('

jgunnR

jgurrR

EE

EjjE

−=

+=
                    (1) 

Отже,  належить класичній групі протокристалу. Величина  

компенсує зсув початку модуляційної хвилі та має різні значення для різних елементів 

симетрії та атомів. 

0GgE ∈ ),( jgu E

Таким чином,  

 '),( jjEE rrRjgu −=  (2) 

Інваріантність векторного поля зміщень виражається як 

  (3) 
.'

),,(),( '''
'

ττ

ττ

d

jjE

R

nunuR

=

=

Тобто, елемент надпросторової групи G повинен задовольняти наступним 

умовам: по-перше, , тобто належить класичній групі симетрії протокристалу, і, 

по-друге, для комбінацій  повинно виконуватись обмеження, яке задається 

співвідношенням виду 

0GgE ∈

),( dE RR

 BqRqR dE =− ,  (4) 

де B - вектор оберненої ґратки протокристалу [4-6]. 

Для визначення зображення, згідно якого перетворювалися б нормальні 

зміщення структури кристалу, розглянемо перетворення проекцій зміщення  

під впливом елементів симетрії надпросторової групи 

),( τα nu j

Gg ∈ .  Оскільки,  

перетворює кристал в надпросторі 

),( dE ggg =

dE VV ⊕ так, що  

),',))''(exp()()','((),))(exp()(),((
*

**

*

** ττττ ∑∑ −Δ++=−Δ+
b

j
b

j nibbfjnrnibbfjnrg  (5) 

тоді   

 ∑=
α

α
αβ

β ττ ),()','(' ' nuRnu j
E

j . (6) 

 Враховуючи вид розв'язків рівняння руху, а саме 



Природничі і технічні науки 
 
32 

 

Науковий вісник Мукачівського технологічного інституту 
 

 , (7) ))(exp(),(),( ** ττ αα bknibkAnu jj −−=

останній вираз можна переписати наступним чином

 ))).((exp(),()))''(''(exp()',( ****
' nbknibkARnbknibkA j

E
j Δ+−−×=Δ+−−× ∑ ττ α

α
αβ

β   (8) 

В результаті перетворень симетрії сорт та позиції атомів зберігаються 

( ), тоді  ',' jjmm jj ==

)))).,('('

)),('((exp(),()))''(''(exp()',(

**

***
'

jgunbRbR

jgunkRibkARnbknibkA

Edd

EEj
E

j

−Δ+

+−−××=Δ+−−× ∑
τ

τ α

α
αβ

β

   (9) 

Для подібних перетворень kRk E='  [7], а отже, приймемо . Тоді 

отримаємо 

'** bbRd =

  (10) )}.,()(exp{),(),( ****
' jgubRkRibkARbRkRA EdEj

E
dEj Δ−×=∑ α

α
αβ

β

Введемо наступне позначення: 

  (11) )},,()(exp{),,(Г ***'jj jgubRkRiRgbk EdE
E Δ−×= αβαβ

де матриця формує зображення групи хвильового вектора . 

Розмірність цієї матриці - ( ).  

),,(Г *'jj gbkαβ kG

ss 33 ×

Для доведення припустимо, що та є елементами 

групи . З одного боку маємо: 

),( )1()1(
1 dE RRg = ),( )2()2(

1 dE RRg =

kG

 

 .         (12) 
'
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'

)2(
''
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jdEjEj
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Але з іншого  

  (13) ,),()',(),( )1()2()1()2()2()1()2(
'' jddEEEjEEj RRjguRjgurRRr ττ +−−=

де  ).,()',(),( )1()2()2()1()2( jggujgujguR EEEEE =+

Із врахуванням цих співвідношень розглянемо добуток матриць: 

 

  (14) ∑ ×Δ−

×Δ−
=

' ''''
)2()2(*)2()2(

)1(*)1(*)1()1(
)2(*)1(*

.)}',)(exp{

)},()(exp{(
),,Г(),,Г(

j jjjjEdE

EdE

jbRkRiR

jgubRkRiR
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Групу хвильового вектора  формують і ті елементи симетрії групи , які не 

змінюють вектор  . Крім того, відмінними від нуля є тільки такі власні 

вектори, що відносяться до даного , для яких , тобто в одній зірці. В  зв’язку 

із цим 

kG G

:k kkRE =

k ** bRb d=

∑

∑
=Δ−×=

=+Δ−×=

=

'

)1()2(*)1()2(**
''''

)2()1(

'

)2()1(**
''''

)2()1(

)2(*)1(*

.),,Г()}()(exp{)(

))}',(),(()(exp{)(
),,Г(),,Г(

j
EEjjjj

j
EEjjjj

ggbkggubkiRR

jgujgubkiRR
gbkgbk

δδ

δδ  (15) 

Це показує , що матриці формують унітарні зображення групи 

хвильового вектора  . Відомо, що сума діагональних елементів зображення утворює 

характер цього зображення, який можна обчислити наступним чином: 

),,(Г )(*'jj igbkαβ

kG

 ,)},()(exp{1)(),(
1

**
Гi ∑∑

=

Δ−×==
p

i j
EiEdE jgubki

p
Rgg χχχ  (16) 

де р – загальне число векторів модуляції, j – число елементів групи просторової 

симетрії. 

Останнє співвідношення справджується для випадку симорфних груп, а також 

коли  розміщений або в центрі зони Бриллюєна, або на її границі. Ця можливість 

реалізується і при розгляді структури кристалу . 

k

3BaTiO

Проведемо в надпросторовому підході класифікацію коливних мод  у кристалі 

. Розділити коливання за типами симетрії можна, визначивши скільки разів 

відповідне незвідне зображення 

3BaTiO

)( ERχ міститься в повному зображенні ),( dE qqχ . 

Розглянемо дисперсійні вітки в точці Г(k=0). Група хвильового вектора  є 

повною надпросторовою групою. В центрі зони Бриллюєна її незвідні зображення 

співпадають з незвідними зображеннями кристалографічної групи , яка має 10 

незвідних зображень для k=0, з яких чотири 

kG

1
hO

),,,( 4321 ττττ - одномірні, два ),( 65 ττ - 

двомірні, чотири ),,,( 10987 ττττ - трьохмірні. В класичному підході приходимо до 

механічного зображення наступного складу: 

- на позиціях Ba(0,0,0) та Ti (a,a,a): 

 

  (17) ,)()( 10τ== TidBad k
m

k
m
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- на позиціях кисню )0,,(1 aa , ),0,(2 aaO , ),,0(O 3 aaO  

  

                                       .                                                               (18) 108 2)( ττ +=Od k
m

Таким чином, для структури BaTiO3 отримується механічне зображення 

наступного складу: 

 

 . (19) 1083 4)( ττ +=BaTiOd k
m

 

В надпросторовому підході структуру даного об’єкта можна описати множиною 

з чотирьох векторів модуляції ),0,0,0(000 =q  )/,/,/(111 aaaq πππ= - одномірних та  

)0,/,/(110 aaq ππ= і )0,0,/(100 aq π= - трьохмірних.  

Вважаємо, що кожне дійсне положення атома є результатом зміщення відносно 

свого положення рівноваги на величину , значення якої служить для 

узгодження трансляційних та точкових операцій симетрії при дії їх на модуляційні 

функції. Наприклад, якщо атом О1 переходить в атом О2 , то їх зміщення можуть 

відрізнятися одне від одного. Для цього вводимо  додатково , різне для різних 

атомів та елементів симетрії. В результаті отримано розклад повного  коливного 

зображення для структури кристалу титанату барію в концепції надпросторової 

симетрії. Оскільки в парафазії даний кристал є кубічним, то при цьому враховані всі 48 

елементів симетрії, що є характерним для групи .  

),( jgu E

),( jgu E

1
hO

Для позицій Ba(0,0,0) та Ti(a,a,a), всі елементи симетрії переводять їх в себе і 

при цьому зображення матиме вигляд: 

 

 . (20) 10)()( τ== TidBad k
m

k
m

 

Для атома кисню, який займає позиції в центрі граней, а саме позиції  

, дещо інша ситуація. ),,0(),,0,(),0,,( 321 aaOaaOaaO

Коливне представлення визначається незвідними зображеннями, які вносять в 

нього ненульові вклади, тобто при цьому враховуються ті елементи симетрії, які 

переводять атом в себе. Цікавим є той факт, що для кисню, який займає різні позиції, 

елементи симетрії виявляються різними:  
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Розклад коливного зображення для атому кисню в різних позиціях є однаковим і 

має вигляд:  

 108 3
2

3
1)( ττ +=i

k
m Od ,  (21) 

що, в результаті, по атому кисню приводить до розкладу виду: 

 . (22) 108 2)( ττ +=Od k
m

В результаті для структури BaTiO3 в надпросторовому підході отримане 

механічне зображення, яке співпадає з таким у класичному випадку, а саме: 

 . (23) 10810810103 4])[2(][]B[)( ττττττ +=+++= OTiaBaTiOd k
m

Отже, застосування концепції надпросторової симетрії дозволяє отримати 

розклад коливного зображення для кожного атома окремо, що дозволяє оцінити його 

вклад в коливання кристалічної ґратки.  

Висновки 

Для випадку симорфних груп, а також коли хвильовий вектор розміщений або в 

центрі  зони Бриллюєна, або на її границі отримане співвідношення для визначення 

характеру зображення.  

Проведено послідовний аналіз нормальних мод та їх класифікація для кристалу 

 в точці Г. 3BaTiO

В рамках концепції надпросторової симетрії на прикладі структури кристалу 

 вперше отримано механічне зображення, яке можна використовувати для 

вивчення фазових переходів в кристалі.  

3BaTiO
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