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УДК 539.3 
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ДОСЛІДЖЕННЯ ВПЛИВУ ПОЧАТКОВИХ НАПРУЖЕНЬ 
В КОНТАКТНІЙ ЗАДАЧІ ПРО ВЗАЄМОДІЮ ПОПЕРЕДНЬО НАПРУЖЕНИХ 

ПІВПРОСТОРІВ ТА ЦИЛІНДРА 

Дослідження процесів контактної взаємодії пружних тіл із врахуванням початкових 
напружень є актуальною задачею механіки суцільних середовищ, що бурхливо розвивається. 
Актуальність таких задач не повинна викликати ніяких сумнівів, оскільки практично у всіх 
елементах конструкцій і деталях машин присутні початкові (залишкові) напруження. В роботі 
[1] побудовані аналітичні розвязки статичної задачі про тиск попередньо напружених 
півпросторів та пружного циліндра з початковими напруженнями без врахування сил тертя. 
Постановка даної задачі наступна: скінчений пружний циліндричний штамп висотою H з 
початковими напруженнями, геометрична вісь симетрії якого співпадає з віссю y3 циліндричні 
системи координат (r,θ ,y3) стискається (розтягується) двома ідентичними попередньо 
напруженими півпросторами за допомогою вісесиметричного навантаження, що зводиться до 
рівнодійної сили P. Зовнішнє навантаження прикладене таким чином, що точки не 
завантажених поверхонь обох попередньо напружених півпросторів та відділених від області 
контакту півпросторів з пружним штампом переміщаються відносно координатної площини 
y3=0 на величину ɛ. Величини: R- радіус циліндричного штампа, h=0,5H. Вважається, що 
поверхні поза межею контакту залишаються вільними від впливу зовнішніх сил а на межі 
контакту переміщення та напруження неперервні. Також вважається, що початкові стани 
півпросторів та штампа-однорідні, і для них виконується такі співвідношення [2]:  

0
mmm uxy += ;  i
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0
m y1u

i

−−= λλδ )(  (i,m)= 31, ), (1) 

де 
imδ  символ Кронекера, а інші позначення співпадають з [1,2]. Крім того, дія штампа 

викликає в тілах мале збурення основного напруженого стану , для якого виконуються умови 
S0

11=S0
22, S0

33=0; λ1=λ2≠λ3         (2) 

В роботі [1] розв’язки поставленої задачі представлені у вигляді нескінчених рядів , 
коефіцієнти яких визначаються з нескінченої системи алгебраїчних рівнянь. Відзначимо, що 
коефіцієнти системи залежать від величин, що визначають структуру пружного потенціалу та 
висоту пружного штампа. В цій же статті [1] встановлено звʼязок між осіданням та 
рівнодіючою навантаження P у такому вигляді: 

612

121144
2

hvv
svvlm1сR

P
θ

πε )()( ++
= (3) 

Розв’язавши нескінчену систему [1] можна визначити невідомі стелі k (к=0,1,2,….), що 
дозволяють обчислити компоненти переміщень та напружень як у пружних півпросторах, так 
і у пружному штампі. 

14



У даній роботі числові розрахунки представлені для потенціалу Трелоара (тіла неогуківського 
типу) при наступних параметрах: R=2M, H=20M, h=10M, ɛ=10-6M, E=3,92МПа, 
λ1=0,7;0,8;0,9;1;1,1;1,2. Алгоритм чисельного розв’язку будується на методі редукції та 
реалізований у вигляді програмі в пакеті Maple. Розподіл нормальних напружень Q33

(3)/P у зоні 
контакту (при zi=h/vi) та вздовж поперечного перерізу пружного циліндра(при zi=0) побудовані 
відповідні графіки . На основі числового аналізу можна  зробити висновок, що початкові 
напруження суттєво впливають на основні характеристики напружено-деформованого стиску 
тіл, що контактують. Крім того, вплив початкових напружень на розподіл контактних 
характеристик пружних півпросторів та пружного циліндра полягає в тому, що: 1) у випадку 
стиску ( 11 λ ) початкові напруження у циліндрі призводять в зоні контакту  до збільшення, 
а у випадку розтягу ( 11 λ ) до зменшення контактних напружень; 2) значення рівнодійної 
навантаження P зменшується із збільшенням коефіцієнта видовження 1λ . Таким чином, 
врахування початкових напружень дозволить значно покращити точність інженерних 
обчислень при розрахунках на міцність конструкцій та деталей машин, а також дозволить 
суттєво зменшити матеріалоємність конструкцій. І накінець, відзначимо, що одержані 
результати у випадку відсутності початкових напружень співпадають з класичними [3], тобто 
без початкових напружень. 
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