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Âñòóï

ÒÅÎÐIß ÉÌÎÂIÐÍÎÑÒÅÉ � öå ñàìîñòiéíà ìàòåìàòè÷íà íàóêà, ÿêà âèâ÷à¹ âèïàä-

êîâi ÿâèùà i ïðîöåñè. Âîíà ¹ îñíîâîþ âèêëàäàííÿ áàãàòüîõ åêîíîìi÷íèõ, ñîöiîëîãi÷íèõ òà

ñïåöiàëüíèõ äèñöèïëií. Òîìó òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé ¹ ñêëàäîþ íàâ÷àëüíî¨ äèñöèïëiíè ¾Âè-

ùà ìàòåìàòèêà¿, ÿêà âèêëàäà¹òüñÿ äëÿ çäîáóâà÷iâ ïåðøîãî îñâiòíüîãî ðiâíÿ âèùî¨ îñâiòè

äåííî¨ òà çàî÷íî¨ ôîðìè íàâ÷àííÿ ñïåöiàëüíîñòåé 051. Åêîíîìiêà, 072. Ôiíàíñè, áàíêiâñüêà

ñïðàâà, ñòðàõóâàííÿ òà ôîíäîâèé ðèíîê, 073.Ìåíåäæìåíò, 075.Ìàðêåòèíã, 015. Ïðîôåñié-

íà îñâiòà (åêîíîìiêà).

Ìåòà öüîãî íàâ÷àëüíî-ìåòîäè÷íîãî ïîñiáíèêà � îçíàéîìèòè ñòóäåíòiâ åêîíîìi÷íèõ

ñïåöiàëüíîñòåé, à òàêîæ çàöiêàâëåíèõ îñiá, ç îñíîâíèìè ïîíÿòòÿìè, ìåòîäàìè, òåîðåìàìè

òà ôîðìóëàìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà äîïîìîãòè ¨ì íàáóòè íàâè÷îê çàñòîñóâàííÿ òåîðåòè-

÷íîãî ìàòåðiàëó äëÿ âèðiøåííÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷.

Ïîñiáíèê ñêëàäà¹òüñÿ iç äâîõ ðîçäiëiâ, êîæåí iç ÿêèõ ðîçïîäiëåíèé çà òåìàìè. Äî

êîæíî¨ òåìè êîðîòêî i äîñòóïíî âèêëàäåíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë, ïåðåäáà÷åíèé ïðî-

ãðàìîþ, çàïðîïîíîâàíî çðàçêè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷. Äëÿ çàêðiïëåííÿ âèâ÷åíîãî ìàòåðià-

ëó çäîáóâà÷àì ïðîïîíó¹òüñÿ äàòè âiäïîâiäi íà òåîðåòè÷íi ïèòàííÿ òà ðîçâ'ÿçàòè ðÿä çà-

äà÷. Âêëþ÷åíi ó ïîñiáíèê çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi

ÿê iíäèâiäóàëüíi äîìàøíi çàâäàííÿ, ðîçðàõóíêîâi àóäèòîðíi òà ïðè ïiäãîòîâöi çäîáóâà÷iâ

äî ìîäóëüíî¨ êîíòðîëüíî¨ ðîáîòè òà ïiäñóìêîâîãî êîíòðîëþ. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ � öå

îáîâ'ÿçêîâà ñêëàäîâà ïðè âèâ÷åííi äèñöèïëiíè. Çàäà÷i òåîði¨ éìîâiðíîñòåé ÷àñòî ìàþòü

íåìàòåìàòè÷íó ïîñòàíîâêó,òîìó äëÿ ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè òåîðåòèêî-

éìîâiðíiñíi ïiäõîäè. I òiëüêè çàêðiïëåííÿ îòðèìàíèõ çíàíü çà äîïîìîãîþ âèêîíàííÿ ïðà-

êòè÷íèõ çàâäàíü íàâ÷èòü áóäóâàòè êîðåêòíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äëÿ åêîíîìi÷íèõ âèïàä-

êîâèõ ïðîöåñiâ.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ç òåîði¨ éìîâiðíîñòåé íåîáõiäíî êîðèñòóâàòèñÿ òàáëèöÿìè

äåÿêèõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié, ÿêi, äëÿ çðó÷íîñòi, íàâåäåíi â äîäàòêó.

Íàâ÷àëüíî-ìåòîäè÷íèé ïîñiáíèê ðåêîìåíäó¹òüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè çäîáóâà÷àì ÿê áà-

çîâèé ïðè âèâ÷åííi âiäïîâiäíèõ çìiñòîâèõ ìîäóëiâ, àëå áàæàíî êîðèñòóâàòèñÿ é iíøèìè

äæåðåëàìè. Öå äîçâîëèòü ïîãëèáèòè òåîðåòè÷íi çíàííÿ, óäîñêîíàëèòè íàâè÷êè ðîçâ'ÿçàí-

íÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ òà ðîçøèðèòü óÿâëåííÿ ïðî éìîâiðíiñíi ïiäõîäè ïðè âèðiøåííi ïðè-

êëàäíèõ çàäà÷.
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Ðîçäië 1

Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà òåîðåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòi. Ïîâòîðíi íåçàëåæíi

âèïðîáóâàííÿ

1.1 Îñíîâíi ôîðìóëè êîìáiíàòîðèêè

Êîìáiíàòîðèêà � ñàìîñòiéíèé ðîçäië ìàòåìàòèêè, ùî âèâ÷à¹ ðiçíi ñïîñîáè ïî¹äíàííÿ

åëåìåíòiâ.

Îçíàéîìèìîñÿ iç îñíîâíèìè ïîíÿòòÿ òà ôîðìóëàìè êîìáiíàòîðèêè.

Îçíà÷åííÿ 1.1 Ðiçíi ãðóïè, ñêëàäåíi ç áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ åëåìåí-

òàìè àáî ïîðÿäêîì ¨õ ðîçòàøóâàííÿ, íàçèâàþòüñÿ ñïîëóêàìè àáî êîìáiíàöiÿìè öèõ

åëåìåíòiâ.

Êîìáiíàöi¨ áóâàþòü íàñòóïíèõ âèäiâ:

1) ïåðåñòàíîâêà;

2) ðîçìiùåííÿ;

3)ñïîëó÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.2 Ïåðåñòàíîâêàìè n åëåìåíòiâ íàçèâàþòü êîìáiíàöi¨ ç öèõ n åëå-

ìåíòiâ, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ ïîðÿäêîì ðîçòàøóâàííÿ åëåìåíòiâ.

Êiëüêiñòü ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòiâ çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ:

Pn = 1 · 2 · 3 · ... · (n− 1) · n = n!

Ïîçíà÷åííÿ n! ÷èòà¹òüñÿ "n ôàêòîðiàë ".

Çàóâàæåííÿ 1.1 0! = 1.
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Îçíà÷åííÿ 1.3 Ðîçìiùåííÿìè ç n åëåìåíòiâ ïî k åëåìåíòiâ íàçèâàþòüñÿ òà-

êi êîìáiíàöi¨ ïî k åëåìåíòiâ, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ õî÷à á îäíèì åëåìåíòîì àáî ïîðÿäêîì

åëåìåíòiâ.

Êiëüêiñòü ðîçìiùåíü ç n åëåìåíòiâ ïî k åëåìåíòiâ îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëîþ:

Ak
n = n · (n− 1) · (n− 2) · ... · (n− k + 1) =

n!

(n− k)!

Îçíà÷åííÿ 1.4 Ñïîëó÷åííÿìè iç n åëåìåíòiâ ïî k åëåìåíòiâ íàçèâàþòü ðiçíî-

ìàíiòíi êîìáiíàöi¨ ïî k åëåìåíòiâ, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ îäíà âiä îäíî¨ õî÷à á îäíèì åëå-

ìåíòîì.

�õ ÷èñëî çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ:

Ck
n =

n!

(n− k)!k!

Ìiæ êiëüêiñòþ ðîçìiùåíü, ïåðåñòàíîâîê òà ñïîëó÷åíü iñíó¹ çâ'ÿçîê:

Ck
n =

Ak
n

Pn

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi âëàñòèâîñòi ñïîëó÷åíü:

1. Ck
n = Cn−k

n ,

2. C0
n + C1

n + C2
n + ...+ Cn

n = 2n,

3. Cn
n = 1,

4. C0
n = 1,

5. C1
n = n.

Ïðèêëàä 1.1 Ñêiëüêè ï'ÿòèçíà÷íèõ ÷èñåë ìîæíà çàïèñàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ï'ÿòü ði-

çíèõ öèôð, êðiì íóëÿ?

♢ Êîìáiíàöi¨, ùî óòâîðþþòü ç ï'ÿòè ðiçíèõ öèôð ï'ÿòèçíà÷íi ÷èñëà, ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ

ëèøå ïîðÿäêîì öèôð, òîìó òàêi ñïîëóêè áóäóòü ïåðåñòàíîâêàìè ç ï'ÿòè åëåìåíòiâ. Äëÿ

ðîçðàõóíêó ¨õ êiëüêîñòi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ:

Pn = n!, P5 = 5! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120.

Îòæå, iç ï'ÿòè ðiçíèõ öèôð ìîæíà ñêëàñòè 120 ï'ÿòèçíà÷íèõ ÷èñåë. ♦
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Ïðèêëàä 1.2 Ñêiëüêè òðüîõçíà÷íèõ ÷èñåë ìîæíà ñêëàñòè iç ìíîæèíè öèôð 1;2;3;4;5?

♢ Îñêiëüêè òðüîõçíà÷íi ÷èñëà, ñêëàäåíi iç 5 çàäàíèõ öèôð, � öå ¹ êîìáiíàöi¨, ÿêi âiäðiçíÿ-

þòüñÿ ìiæ ñîáîþ õî÷à á îäíèì åëåìåíòîì àáî ñêëàäåíi iç òèõ ñàìèõ åëåìåíòiâ, ðîçòàøî-

âàíèõ ó ðiçíîìó ïîðÿäêó, òî íàì ïîòðiáíî ïiäðàõóâàòè ÷èñëî ðîçìiùåíü iç 5 åëåìåíòiâ ïî

3 åëåìåíòè. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ:

Ak
n =

n!

(n− k)!

Òîäi

A3
5 =

5!

(5− 3)!
= 3 · 4 · 5 = 60.

Îòæå, iç ï'ÿòè çàäàíèõ öèôð ìîæíà ñêëàñòè 60 ðiçíèõ òðüîõçíà÷íèõ ÷èñåë. ♦

Ïðèêëàä 1.3 Àêàäåìi÷íà ãðóïà ñêëàäà¹òüñÿ iç 20 ñòóäåíòiâ. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìî-

æíà âèáðàòè êîìiñiþ ó ñêëàäi òðüîõ îñiá?

♢ Äî ñêëàäó êîìiñi¨ ïîâèííi âõîäèòè òðè ñòóäåíòè. Êîìiñi¨ ââàæàþòüñÿ ðiçíèìè, ÿêùî

âiäðiçíÿþòüñÿ õî÷à á îäíèì ñòóäåíòîì. Òîìó ðîçãëÿäóâàíi êîìáiíàöi¨ ¹ ñïîëó÷åííÿìè.

Âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó:

Ck
n =

n!

(n− k)!k!

i ïðîâåäåìî îá÷èñëåííÿ:

C3
20 =

20!

(20− 3)!3!
=

20!

17!3!
=

18 · 19 · 20
1 · 2 · 3

= 1140.

Îòæå, iç 20 ñòóäåíòiâ ìîæíà ñòâîðèòè ðiçíi êîìiñi¨ ïî 3-îõ ñòóäåíòiâ 1140 ñïîñîáàìè. ♦

Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè

1. Ùî ¹ ïðåäìåòîì êîìáiíàòîðèêè?

2. ßêi êîìáiíàöi¨ íàçèâàþòü ïåðåñòàíîâêàìè? ßê ïîçíà÷àþòü òà îá÷èñëþþòü êiëüêiñòü

ïåðåñòàíîâîê?

3. ßêi êîìáiíàöi¨ íàçèâàþòü ðîçìiùåííÿìè? ßê ïîçíà÷àþòü òà îá÷èñëþþòü êiëüêiñòü

ðîçìiùåíü?

4. ßêi êîìáiíàöi¨ íàçèâàþòü ñïîëó÷åííÿìè? ßê ïîçíà÷àþòü òà îá÷èñëþþòü êiëüêiñòü

ñïîëó÷åíü?

5. ßêi âëàñòèâîñòi ñïîëó÷åíü äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ïðè îá÷èñëåííi?
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ

1. Ñêiëüêè ðiçíèõ ÷îòèðèçíà÷íèõ àâòîìîáiëüíèõ íîìåðiâ ìîæíà ñêëàñòè iç öèôð 1, 2,

3, 4, 5, 6?

2. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèçíà÷èòè êîìiñiþ ó ñêëàäi ÷îòèðüîõ ÷îëîâiê iç 17 ñïå-

öiàëiñòiâ?

3. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçñàäèòè ñiì'þ iç 6 îñiá çà øåñòèìiñíèì ñòîëîì?

4. Åëåêòðè÷êà ìà¹ âiñiì âàãîíiâ. Ñêiëüêè iñíó¹ ñïîñîáiâ ðîçìiùåííÿ ÷îòèðüîõ ïàñàæè-

ðiâ, ÿêùî â êîæíîìó âàãîíi ïîâèííî áóòè íå áiëüøå îäíîãî ïàñàæèðà?

5. Ç ÷îòèðüîõ ïåðøîêóðñíèêiâ, øåñòè äðóãîêóðñíèêiâ òà ï'ÿòè òðåòüîêóðñíèêiâ òðåáà

îáðàòè òðüîõ ñòóäåíòiâ äëÿ ó÷àñòi â êîíôåðåíöi¨. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè öå ìîæíà

çðîáèòè, ÿêùî ñåðåä îáðàíèõ ïîâèííi áóòè ñòóäåíòè ç ðiçíèõ êóðñiâ?

6. Ó êîðçèíi ìiñòèòüñÿ 10 áiëèõ i 8 ÷îðíèõ êóëüîê. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âçÿòè

5 êóëüîê òàê, ùîá ñåðåä íèõ áóëî: à) 5 ÷îðíèõ; á) 2 áiëi i 3 ÷îðíi êóëüêè?

7. Ó ïàðòi¨ ç 20 âèðîáiâ ìiñòèòüñÿ 12 ñòàíäàðòíèõ. Íàâìàííÿ âèáèðàþòü 6 âèðîáiâ.

Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà çðîáèòè âèáið òàê, ùîá áóëî 4 ñòàíäàðòíi i 2 íåñòàíäàð-

òíi âèðîáè?

8. Iç 48 äåëåãàòiâ êîíôåðåíöi¨ òðåáà îáðàòè ïðåçèäiþ ç 5 îñiá i äåëåãàöiþ iç 3 îñiá.

Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà çäiéñíèòè âèáið, ÿêùî à) ÷ëåíè ïðåçèäi¨ ìîæóòü âõîäèòè

äî ñêëàäó äåëåãàöi¨; á) ÷ëåíè ïðåçèäi¨ íå ïîâèííi âõîäèòè äî ñêëàäó äåëåãàöi¨.

9. Ñòóäåíòè äðóãîãî êóðñó çãiäíî íàâ÷àëüíîãî ïëàíó âèâ÷àþòü 9 äèñöèïëií. Íà îäèí

äåíü ìîæíà ïëàíóâàòè çàíÿòòÿ iç ÷îòèðüîõ äèñöèïëií. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà

ñêëàñòè ðîçêëàä çàíÿòü íà îäèí äåíü?

10. Äî ïðîôêîìó âèáðàíî 7 îñiá. Ç íèõ ïîòðiáíî îáðàòè ãîëîâó ïðîôêîìó òà éîãî çàñòó-

ïíèêà. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè öå ìîæíà çðîáèòè?

1.2 Âèïðîáóâàííÿ òà ïîäi¨. Îïåðàöi¨ íàä ïîäiÿìè

Âèâ÷åííÿ êîæíîãî ÿâèùà â ïîðÿäêó ñïîñòåðåæåííÿ àáî ïðîâåäåííÿ äîñëiäó ïîâ`ÿçàíî ç

âèêîíàííÿì äåÿêîãî êîìïëåêñó óìîâ (âèïðîáóâàííÿì). Ðåçóëüòàò àáî íàñëiäîê âèïðîáó-

âàííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîäi¹þ. Ïîäi¨ ïîçíà÷àþòüñÿ âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè

A,B,C, ..;A1, A2, A3, ...;B1, B2, B3, ...

Îçíà÷åííÿ 1.5 Åëåìåíòàðíîþ ïîäi¹þ íàçèâà¹òüñÿ íàéïðîñòiøèé ðåçóëüòàò âèïðî-

áóâàííÿ.
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Åëåìåíòàðíi ïîäi¨ ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê íåðîçêëàäíi òà âçà¹ìîâèêëþ÷íi ïîäi¨. Âñi åëåìåíòàðíi

ïîäi¨, ÿêi âiäáóâàþòüñÿ â ðåçóëüòàòi âèïðîáóâàííÿ, óòâîðþþòü ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié.

Ïîäi¨ ïîäiëÿþòüñÿ íà âèïàäêîâi, äîñòîâiðíi òà íåìîæëèâi.

Îçíà÷åííÿ 1.6 Ïîäiÿ À íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâîþ, ÿêùî âîíà ìîæå ïðè âèïðîáóâàííi

àáî âiäáóòèñÿ, àáî íå âiäáóòèñÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.7 Ïîäiÿ À íàçèâà¹òüñÿ äîñòîâiðíîþ, ÿêùî âîíà ïðè âèïðîáóâàííi âiäáó-

äåòüñÿ îáîâ'ÿçêîâî.

Äîñòîâiðíà ïîäiÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì Ω ("îìåãà")

Îçíà÷åííÿ 1.8 Ïîäiÿ À íàçèâà¹òüñÿ íåìîæëèâîþ, ÿêùî âîíà ïðè âèïðîáóâàííi âiä-

áóòèñÿ íå ìîæå.

Íåìîæëèâà ïîäiÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì ∅ (ïîðîæíÿ ìíîæèíà)

Íàïðèêëàä, ÿêùî â ÿùèêó ðîçìiùåíi ãåîìåòðè÷íi ôiãóðè � êóëÿ, ïiðàìiäà i ïðèçìà,

òî ïîäiÿ A−{ç ÿùèêà äiñòàþòü êóëþ àáî ïiðàìiäó, àáî ïðèçìó} ¹ äîñòîâiðíîþ ïîäi¹þ. Ïî-

äiÿ B − {ç ÿùèêà äiñòàþòü êîíóñ} ¹ íåìîæëèâîþ i ïîäiÿ C − {ç ÿùèêà äiñòàþòü êóëþ} ¹
âèïàäêîâîþ ïîäi¹þ.

Íàä ïîäiÿìè ìîæíà âèêîíóâàòè îñíîâíi ìàòåìàòè÷íi îïåðàöi¨, ùî äîçâîëÿþòü îïèñà-

òè ñêëàäíiøi âèïàäêîâi ïðîöåñè. Âèçíà÷åííÿ öèõ îïåðàöié ìîæíà ïîäàòè ìîâîþ îïåðàöié

íàä ìíîæèíàìè.

Îçíà÷åííÿ 1.9 Ñóìîþ (îá'¹äíàííÿì) ïîäié À i Â íàçèâàþòü ïîäiþ A + B (A ∪ B),

ÿêà âiäáóäåòüñÿ òîäi, êîëè âiäáóäåòüñÿ ïðèíàéìíi îäíà iç ïîäié À ÷è Â (âiäáóäåòüñÿ àáî

ïîäiÿ À, àáî ïîäiÿ Â, àáî îáèäâi ïîäi¨ À òà Â). (Ðèñ.1.1)

Ðèñ. 1.1: äiàãðàìà Âåííà-Åéëåðà, íà ÿêié ïîêàçàíà ñóìà ïîäié A+B (A ∪B)

Ïðèêëàä 1.4 ßêùî ïðè ïîñòðiëi â öiëü ïîäiÿ À-{ïîïàäàííÿ ïðè ïåðøîìó ïîñòðiëi},

ïîäiÿ Â-{ïîïàäàííÿ ïðè äðóãîìó ïîñòðiëi}, òî â ÷îìó ïîëÿãà¹ ïîäiÿ C = A+B?

♢ Ïîäiÿ C = A+B ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî öiëü áóäå óðàæåíà i áàéäóæå ïðè ÿêîìó ïîñòðiëi�

ïðè ïåðøîìó, ïðè äðóãîìó ÷è ïðè îáîõ ïîñòðiëàõ. ♦
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Îçíà÷åííÿ 1.10 Äîáóòêîì (ïåðåòèíîì) ïîäié À i Â íàçèâàþòü ïîäiþ A ·B (A∩B),

ÿêà âiäáóäåòüñÿ òîäi, êîëè âiäáóäóòüñÿ îáèäâi ïîäi¨ À òà Â. (Ðèñ.1.2)

Ðèñ. 1.2: äiàãðàìà Âåííà-Åéëåðà, íà ÿêié ïîêàçàíî äîáóòîê ïîäié A ·B (A ∩B)

Ïðèêëàä 1.5 ßêùî ïîäiÿ À-{ïåðøèé ñòðiëåöü âëó÷èâ ó öiëü}, ïîäiÿ Â-{äðóãèé ñòðiëåöü

âëó÷èâ ó öiëü }, òî â ÷îìó ïîëÿãà¹ ïîäiÿ C = A ·B?

♢ Ïîäiÿ C = A ·B ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî îáèäâà ñòðiëüöi âëó÷èëè â öiëü. ♦

Îçíà÷åííÿ 1.11 Ðiçíèöåþ ïîäié À i Â íàçèâàþòü ïîäiþ A \ B, ÿêà âiäáóäåòüñÿ òîäi,

êîëè âiäáóäeòüñÿ ïîäiÿ À i íå âiäáóäåòüñÿ ïîäiÿ Â. (Ðèñ.1.3)

Ðèñ. 1.3: äiàãðàìà Âåííà-Åéëåðà, íà ÿêié ïîêàçàíà ðiçíèöÿ ïîäié A \B

Ïðèêëàä 1.6 Íåõàé ïîäiÿ À-{íà òàáëî ç'ÿâèëèñÿ öèôðè 1;2;3;4;5}, ïîäiÿ Â-{íà òàáëî

ç'ÿâèëèñÿ öèôðè 2;3;5;6;7}, òî â ÷îìó ïîëÿãà¹ ïîäiÿ C = A \B? D = B \ A?

♢ Ïîäiÿ C = A \ B ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íà òàáëî ç'ÿâèëèñÿ öèôðè 1;4. Ïîäiÿ D = B \ A

ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íà òàáëî ç'ÿâèëèñÿ öèôðè 6;7. ♦

Îçíà÷åííÿ 1.12 Ïðîòèëåæíîþ äî ïîäi¨ À íàçèâà¹òüñÿ òàêà ïîäiÿ A, ÿêà âiäáóäåòüñÿ

òîäi, êîëè íå âiäáóäeòüñÿ ïîäiÿ À.

Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè

1. Ùî òàêå âèïðîáóâàííÿ, ïîäiÿ? Íàâåäiòü ïðèêëàäè âèïðîáóâàíü òà âiäïîâiäíèõ ïîäié.

2. ßêi ïîäi¨ íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàðíèìè? Íàâåäiòü ïðèêëàä åëåìåíòàðíèõ ïîäié.

3. ßêi ïîäi¨ íàçèâàþòüñÿ âèïàäêîâèìè? Íàâåäiòü ïðèêëàä âèïàäêîâèõ ïîäié.

4. ßêi ïîäi¨ íàçèâàþòüñÿ âiðîãiäíèìè? Íàâåäiòü ïðèêëàä âiðîãiäíèõ ïîäié.
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5. ßêi ïîäi¨ íàçèâàþòü íåìîæëèâèìè? Íàâåäiòü ïðèêëàä íåìîæëèâèõ ïîäié.

6. ßêi îïåðàöi¨ ìîæíà âèêîíóâàòè íàä ïîäiÿìè? Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ êîæíà iç íèõ? Íàâåäiòü

ïðèêëàäè ñêëàäåíèõ ïîäié.

7. ßêà ïîäiÿ íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ? Íàâåäiòü ïðèêëàä ïîäi¨ òà ïðîòèëåæíî¨ äî íå¨.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ

1. Äâà ñòðiëüöi ïî îäíîìó ðàçó ñòðiëÿþòü ïî ìiøåíi. Ïîäiÿ À-{äðóãèé ñòðiëåöü âëó÷èâ

ó ìiøåíü}, Â-{ îäíå âëó÷åííÿ â ìiøåíü}. Ó ÷îìó ïîëÿãàþòü íàñòóïíi ïîäi¨: A, B,

A ·B, A ·B, A ·B, A+B.

2. Ïiäêèäóþòü äâi ìîíåòè. Ââåäåìî íàñòóïíi ïîäi¨:

À-{ïîÿâà ãåðáà íà ïåðøié ìîíåòi},

Â-{ïîÿâà öèôðè íà ïåðøié ìîíåòi},

Ñ-{ïîÿâà ãåðáà íà äðóãié ìîíåòi},

D-{ïîÿâà öèôðè íà äðóãié ìîíåòi},

Å-{ïîÿâà õî÷à á îäíîãî ãåðáà},

F-{ïîÿâà õî÷à á îäíi¹¨ öèôðè},

Í-{ïîÿâà äâîõ öèôð},

Ê-{ïîÿâà äâîõ ãåðáiâ}.

ßêèì ïîäiÿì iç öüîãî ñïèñêó äîðiâíþþòü íàñòóïíi ïîäi¨:

1) A+ C, 2) A · C, 3) B +D, 4) B ·D.

3. Ó ïîëi ñïîñòåðåæåííÿ ìiêðîñêîïó çíàõîäÿòüñÿ ÷îòèðè êëiòèíè, ÿêi ìîæóòü ÿê ïîäi-

ëèòèñÿ çà ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ, òàê i íå ïîäiëèòèñÿ. Ââåäåìî ïîäi¨:

À-{ïîäiëèëàñÿ ðiâíî îäíà êëiòèíà},

Â-{ïîäiëèëàñÿ õî÷à á îäíà êëiòèíà},

Ñ-{ïîäiëèëèñÿ íå ìåíøå äâîõ êëiòèí},

D-{ïîäiëèëèñÿ ðiâíî äâi êëiòèíè},

E-{ïîäiëèëèñÿ ðiâíî òðè êëiòèíè},

F-{ïîäiëèëèñÿ âñi ÷îòèðè êëiòèíè}.

Âêàæiòü, ó ÷îìó ïîëÿãàþòü ïîäi¨:

1) A+B, 2)B + C, 3) D + E + F .

4. Ïî ìiøåíi ïðîâîäÿòü äâà ïîñòðiëè. Ââåäåìî ïîäi¨:

À-{ïîïàäàííÿ ïðè ïåðøîìó ïîñòðiëi},

Â-{ïîïàäàííÿ ïðè äðóãîìó ïîñòðiëi}.

Âêàæiòü, ó ÷îìó ïîëÿãàþòü ïîäi¨:

1) A+B, 2)A+B, 3) A+B, 4) A+B.

5. Äàíî äâi âèïàäêîâi ïîäi¨ À i Â. Âèðàçèòè ÷åðåç äàíi ïîäi¨ íàñòóïíi: Ñ-{ïîäiÿ À íå

âiäáóäåòüñÿ},
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D-{âiäáóäóòüñÿ îáèäâi ïîäi¨ À i Â},

E-{âiäáóäåòüñÿ õî÷à á îäíà ç äâîõ ïîäié àáî À, àáî Â},

F-{ïîäiÿ À âiäáóäåòüñÿ i ïîäiÿ Â íå âiäáóäåòüñÿ},

H-{îáèäâi ïîäi¨ À i Â íå âiäáóäóòüñÿ}.

6. Êîæíèé iç äâîõ ó÷íiâ âèáèðà¹ îäèí iç ñïîñîáiâ, ÿê äiñòàòèñÿ äî øêîëè: âåëîñèïåäîì,

àâòîáóñîì, ïiøêè. Ïîçíà÷èìî âèïàäêîâi ïîäi¨:

A1 -{ïåðøèé ó÷åíü ïî¨äå äî øêîëè íà âåëîñèïåäi},

B1 -{ïåðøèé ó÷åíü ïî¨äå äî øêîëè íà àâòîáóñi},

C1 -{ïåðøèé ó÷åíü ïiäå ó øêîëè ïiøêè},

A2 -{äðóãèé ó÷åíü ïî¨äå äî øêîëè íà âåëîñèïåäi},

B2 -{äðóãèé ó÷åíü ïî¨äå äî øêîëè íà àâòîáóñi},

C2 -{äðóãèé ó÷åíü ïiäå ó øêîëè ïiøêè}.

Âèðàçèòè ÷åðåç ïîçíà÷åíi ïîäi¨ íàñòóïíi âèïàäêîâi ïîäi¨:

1) D-{ïåðøèé ó÷åíü äiñòàâñÿ äî øêîëè íå àâòîáóñîì},

2) E-{äðóãèé ó÷åíü äiñòàâñÿ äî øêîëè àáî âåëîñèïåäîì, àáî ïiøêè},

3) F-{îáèäâà ó÷íi äiñòàëèñÿ äî øêîëè ïiøêè},

4) G-{ïåðøèé ó÷åíü äiñòàíåòüñÿ äî øêîëè íå âåëîñèïåäîì, à äðóãèé íå ïiäå ïiøêè},

5) H-{àáî ïåðøèé, àáî äðóãèé iç ó÷íiâ äiñòàíåòüñÿ äî øêîëè àâòîáóñîì},

7. Íåõàé À, Â, Ñ � äåÿêi âèïàäêîâi ïîäi¨.Çàïèøiòü âèðàç äëÿ íàñòóïíèõ ïîäié:

1) íàñòàëà òiëüêè ïîäiÿ À,

2) íàñòàëè ïîäi¨ À i Â, àëå íå íàñòàëà ïîäiÿ Ñ,

3) íàñòàëà ïðèíàéìíi îäíà ç öèõ ïîäié,

4) íå íàñòàëà æîäíà ç öèõ ïîäié,

5) íàñòàëè âñi òðè ïîäi¨.

8. Âêàæiòü ïîäi¨, ïðîòèëåæíi äî ïîäié:

À-{âèïàëè äâà ãåðáà ïðè ïiäêèäàííi äâîõ ìîíåò},

Â-{òðè ïîïàäàííÿ ïðè òðüîõ ïîñòðiëàõ},

Ñ-{õî÷à á îäíå ïîïàäàííÿ ïðè ÷îòèðüîõ ïîñòðiëàõ},

D-{íå áiëüøå äâîõ ïîïàäàíü ïðè ÷îòèðüîõ ïîñòðiëàõ},

E-{âèãðàø îäíîãî ãðàâöÿ ïðè ãði â øàõè}.

1.3 Éìîâiðíîñòi ïîäié

Äëÿ ïîðiâíÿííÿ âèïàäêîâèõ ïîäié çà ñòóïåíåì ¨õ ìîæëèâîñòi íåîáõiäíî ïîâ'ÿçàòè êîæíó

ïîäiþ ç ïåâíèì ÷èñëîì, ÿêå áóäå òèì áiëüøèì, ÷èì áiëüø iìîâiðíîþ ¹ ïîäiÿ. Òàêå ÷èñëî

íàçèâàþòü éìîâiðíiñòþ ïîäi¨.
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� äåêiëüêà îçíà÷åíü éìîâiðíîñòi ïîäi¨. Ïîçíàéîìèìîñÿ iç íèìè.

Îçíà÷åííÿ 1.13 Éìîâiðíiñòþ âèïàäêîâî¨ ïîäi¨ À íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî, ÿêå äîðiâíþ¹

âiäíîøåííþ ÷èñëà ñïðÿòëèâèõ äëÿ ïîäi¨ À íàñëiäêiâ âèïðîáóâàííÿ äî çàãàëüíîãî ÷èñëà

âñiõ ðiâíîìîæëèâèõ åëåìåíòàðíèõ íàñëiäêiâ.

P (A) =
m

n
,

äå m � ÷èñëî åëåìåíòàðíèõ íàñëiäêiâ, ùî ñïðèÿþòü ïîäi¨ À,

n � ÷èñëî óñiõ ðiâíîìîæëèâèõ íàñëiäêiâ âèïðîáóâàííÿ.

Ñôîðìóëüîâàíå îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi íàçèâà¹òüñÿ êëàñè÷íèì. Éîãî ââiâ Ï.Ëàïëàñ (1749�

1827).

Âëàñòèâîñòi éìîâiðíîñòåé ïîäié:

1. 0 ⩽ P (A) ⩽ 1,

2. P (Ω) = 1 � éìîâiðíiñòü âiðîãiäíî¨ ïîäi¨ ðiâíà 1,

3. P (∅) = 0 � éìîâiðíiñòü íåìîæëèâî¨ ïîäi¨ ðiâíà 0.

Ïðèêëàä 1.7 Ó êîðçèíi ¹ 8 îäíàêîâèõ çà ðîçìiðîì êóëü: 3 áiëi, 4 ñèíi i 1 ÷åðâîíà. Íàâ-

ìàííÿ iç êîðçèíè áåðóòü îäíó êóëþ. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèáðàíà êóëÿ áiëà.

♢ Íåõàé ïîäiÿ À � {íàâìàííÿ âçÿòà áiëà êóëÿ} i ïîòðiáíî çíàéòè P (A). Iç êîðçèíè ìîæíà

âèáðàòè áóäü-ÿêó êóëþ iç 8, òîìó âñiõ íàñëiäêiâ 8 (n=8). Äëÿ ïîäi¨ À ñïðèÿòëèâèìè ¹

òiëüêè 3 áiëi êóëi (m=3). Çãiäíî êëàñè÷íîãî îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi îäåðæó¹ìî:

P (A) =
3

8

Îòæå, éìîâiðíiñòü òîãî,ùî âèáðàíà êóëÿ áiëà äîðiâíþ¹ 3
8

♦

Ïðèêëàä 1.8 Íà êîæíié iç ï'ÿòè îäíàêîâèõ êàðòîê çàïèñàíî îäíó ëiòåðó: Â,Ä,Å,I,Ð.

ßêà éìîâiðíñòü òîãî, ùî

à) òðè, íàâìàííÿ âçÿòi êàðòêè, óòâîðþþòü ñëîâî "ÐIÄ";

á) êàðòêè, íàâìàííÿ ðîçêëàäåíi â ðÿäîê, óòâîðþþòü ñëîâî "ÄÂÅÐI"?

♢ à) Íåõàé ïîäiÿ À � {âèáðàâøè êàðòêè, îòðèìàëè ñëîâî "ÐIÄ"} i ïîòðiáíî îá÷èñëèòè

P (A). Ðîçêëàñòè 3 êàðòêè ó òàêié ïîñëiäîâíîñòi, ùîá îòðèìàòè ñëîâî "ÐIÄ" ìîæíà òiëüêè

îäíèì ñïîñîáîì (m=1). Âèáðàòè 3 êàðòêè iç 5 ìîæíà A3
5 ñïîñîáàìè (n = A3

5). Òîäi çãiäíî

êëàñè÷íîãî îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi îäåðæó¹ìî:

P (A) =
1

A3
5

=
1

3 · 4 · 5
=

1

60
.
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á) Ðîçãëÿíåìî ïîäiþ Â � {âèáðàâøè êàðòêè, îòðèìàëè ñëîâî "ÄÂÅÐI"} i ïîòðiáíî îá-

÷èñëèòè P (B). Ðîçêëàñòè 5 êàðòîê ó òàêié ïîñëiäîâíîñòi, ùîá îòðèìàòè ñëîâî "ÄÂÅ-

ÐI"ìîæíà òiëüêè îäíèì ñïîñîáîì (m=1). Îñêiëüêè äëÿ ñëîâà ïîòðiáíî âèáðàòè âñi 5 êàð-

òîê, òî öå ìîæíà çðîáèòè P5 ñïîñîáàìè (n = P5). Òîäi çà êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâið-

íîñòi îäåðæó¹ìî:

P (B) =
1

P5

=
1

5!
=

1

120
.

Îòæå, P (B) = 1
120
. ♦

Ïðèêëàä 1.9 Ó êîðîáöi çíàõîäèòüñÿ 10 êóëü � 2 áiëi, 3 ñèíi i 5 ÷åðâîíèõ. Íàâìàííÿ

âèáèðàþòü 3 êóëi. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî:

à) âñi êóëi ðiçíîêîëüîðîâi; á) âñi êóëi ÷åðâîíi.

♢ Ââåäåìî ïîäiþ À � {òðè âèáðàíi êóëi ðiçíîêîëüîðîâi}. Êiëüêiñòü âñiõ ìîæëèâèõ ðåçóëü-

òàòiâ âèïðîáóâàííÿ äîðiâíþ¹

n = C3
10 =

10!

3! · (10− 3)!
=

10!

3! · 7!
=

10 · 9 · 8
1 · 2 · 3

= 120.

×èñëî ñïðèÿòëèâèõ äëÿ ïîäi¨ À ðåçóëüòàòiâ âèïðîáóâàíü äîðiâíþ¹:

m = C1
2 · C1

3 · C1
5 = 2 · 3 · 5 = 30.

Òîäi çà êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâiðíîñòi:

P (A) =
30

120
= 0, 25.

Îòæå, éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âñi òðè êóëi âèÿâëÿòüñÿ ðiçíîêîëüîðîâèìè äîðiâíþ¹ 0,25.

á) Ââåäåìî ïîäiþ Â � {âñi êóëi ÷åðâîíi} i çíàéäåìî ¨¨ éìîâiðíiñòü. Çàãàëüíå ÷èñëî

âñiõ ðåçóëüòàòiâ âèïðîáóâàííÿ îá÷èñëåíî ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó (n=120). Çíàõîäèìî

÷èñëî ñïðèÿòëèâèõ äëÿ ïîäi¨ Â íàñëiäêiâ âèïðîáóâàííÿ:

m = C3
5 =

5!

3! · 2!
=

5 · 4
1 · 2

= 10.

Òîäi, çà êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâiðíîñòi:

P (B) =
10

120
=

1

12
.

Îòæå, éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âñi òðè êóëi ÷åðâîíi, äîðiâíþ¹ 1
12
. ♦

Çàóâàæåííÿ 1.2 Êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi ìà¹ ìiñöå òîäi, êîëè åëåìåíòàðíi

íàñëiäêè âèïðîáóâàííÿ ¹ ðiâíîìîæëèâèìè i ¨õ ÷èñëî ¹ ñêií÷åíèì.

ßêùî ìíîæèíà åëåìåíòàðíèõ íàñëiäêiâ íåñêií÷åíà àáî íàñëiäêè íå ¹ ðiâíîìîæëèâèìè,

òî êîðèñòóâàòèñÿ öèì îçíà÷åííÿì íå ìîæíà.
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ßêùî ìíîæèíà âñiõ åëåìåíòàðíèõ íàñëiäêiâ íåñêií÷åíà i, ÿê çàçâè÷àé, çàéìà¹ äåÿêó

îáëàñòü G, à ïîäi¨ À ñïðèÿ¹ ëèøå ÷àñòèíà g ∈ G, òî îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi ïîäi¨

À âèêîíó¹òüñÿ çãiäíî ãåîìåòðè÷íîãî îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi.

Îçíà÷åííÿ 1.14 Éìîâiðíiñòü âèïàäêîâî¨ ïîäi¨ À äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ ìiðè g äî ìiðè

G:

P (A) =
m(g)

m(G)
.

Çàóâàæåííÿ 1.3 ßêùî îáëàñòü G � ïðîìiæîê, ïîâåðõíÿ àáî ïðîñòîðîâå òiëî, g � ÷à-

ñòèíà G, òîäi ìiðîþ G òà g áóäå äîâæèíà, ïëîùà òà îá'¹ì âiäïîâiäíî. ßêùî G òà g

ïðîìiæêè ÷àñó, òî ¨õ ìiðîþ áóäå ÷àñ.

Ïðèêëàä 1.10 Ó êðóã ðàäióñà R íàâìàííÿ êèíóòà òî÷êà. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî

òî÷êà âèÿâèòüñÿ âñåðåäèíi âïèñàíîãî â êðóã êâàäðàòà. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî éìîâiðíiñòü

ïîïàäàííÿ òî÷êè â ÷àñòèíó êðóãà ïðîïîðöiéíà ïëîùi öi¹¨ ÷àñòèíè.

♢ Ðîçãëÿíåìî ïîäiþ À � {íàâìàííÿ êèíóòà òî÷êà âèÿâèòüñÿ âñåðåäèíi âïèñàíîãî â êðóã

êâàäðàòà}.

Ðèñ. 1.4:

Äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi ïîäi¨ À ñêîðèñòà¹ìîñÿ ãåîìåòðè÷íèì îçíà÷åííÿì éìî-

âiðíîñòi:

P (A) =
ïëîùà êâàäðàòà
ïëîùà êðóãà

Îñêiëüêè ðàäióñ êðóãà âiäîìèé R, òî Sêð = πR2. Ïëîùà êâàäðàòà Sêâ = a2, äå a � ñòîðîíà

êâàäðàòà, âïèñàíîãî â êðóã.

Âèðàçèìî ñòîðîíó êâàäðàòà a ÷åðåç R: iç ∆MLN çà òåîðåìîþ Ïiôàãîðà îäåðæó¹ìî:

2a2 = 4R2, a2 = 2R2. Òîäi Sêâ = 2R2 i

P (A) =
Sêâ
Sêð

=
2R2

πR2
=

2

π
= 0, 6.

Îòæå, éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ òî÷êè âñåðåäèíó âïèñàíîãî â êðóã êâàäðàòà äîðiâíþ¹ 0,6.

♦
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Îçíà÷åííÿ 1.15 Âiäíîñíîþ ÷àñòîòîþ ïîäi¨ À íàçèâàþòü âiäíîøåííÿ ÷èñëà âèïðî-

áóâàíü, ó ÿêèõ ïîäiÿ À ç'ÿâèëàñÿ, äî ÷èñëà ôàêòè÷íî âèêîíàíèõ âèïðîáóâàíü:

W (A) =
m

n
,

äå m � êiëüêiñòü âèïðîáóâàíü, ó ÿêèõ ïîäiÿ À ç'ÿâèëàñÿ,

n � êiëüêiñòü óñiõ âèïðîáóâàíü.

Çàóâàæåííÿ 1.4 Éìîâiðíiñòü ïîäi¨ P (A) îá÷èñëþ¹òüñÿ äî âèïðîáóâàííÿ, à âiäíîñíà ÷à-

ñòîòà W (A) îá÷èñëþ¹òüñÿ ïiñëÿ âèïðîáóâàííÿ.

Âiäíîñíà ÷àñòîòà ìà¹ âëàñòèâiñòü ñòiéêîñòi: ïðè âåëèêié êiëüêîñòi âèïðîáóâàíü

âiäíîñíà ÷àñòîòà çìiíþ¹òüñÿ äóæå ìàëî, êîëèâàþ÷èñü â ìåæàõ äåÿêîãî ÷èñëà � éìî-

âiðíîñòi ïîÿâè öi¹¨ ïîäi¨, òîáòî

P (A) = lim
n→∞

W (A).

Îçíà÷åííÿ 1.16 Ñòàòèñòè÷íà éìîâiðíiñòü � öå âiäíîñíà ÷àñòîòà àáî ÷èñëî, áëèçü-

êå äî íå¨.

Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè

1. ßê ôîðìóëþ¹òüñÿ êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi?

2. ßêi âëàñòèâîñòi éìîâiðíîñòi ìîæåòå âêàçàòè?

3. Çà ÿêèõ óìîâ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi?

4. ßê ôîðìóëþ¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íå îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi?

5. Ùî íàçèâà¹ìî âiäíîñíîþ ÷àñòîòîþ ïîäi¨?

6. ßê âèçíà÷à¹òüñÿ ñòàòèñòè÷íà éìîâiðíiñòü?

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ

1. Ñåðåä 25 ñòóäåíòiâ ãðóïè, â ÿêié ¹ 10 äiâ÷àò, ðîçiãðóþòü 5 êâèòêiâ íà êîíöåðò. Âè-

çíà÷èòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî áiëåòè âèãðàþòü äâi äiâ÷èíè.

2. Â ÿùèêó çíàõîäèòüñÿ 15 áiëèõ i 10 ÷îðíèõ êóëü îäíàêîâîãî ðîçìiðó. Íàâìàííÿ ç

ÿùèêà âèéìàþòü 5 êóëü. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî 3 êóëi âèÿâëÿòüñÿ áiëèìè.

3. Êèíóòî äâà iãðîâèõ êóáèêè. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñóìà î÷îê íà ãðàíÿõ,ÿêi

âèïàëè, äîðiâíþ¹ ñiì.

4. Êóá, óñi ãðàíi ÿêîãî ïîôàðáîâàíi, ðîçïèëÿëè íà 27 êóáèêiâ îäíàêîâîãî ðîçìiðó, ÿêi

ïîòiì ïåðåìiøàëè. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âçÿòèé êóáèê ìàòèìå çà-

ôàðáîâàíèõ ãðàíåé à) îäíó; á) äâi; â) ÷îòèðè; ã)íå ìàòèìå æîäíî¨.
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5. Ïðåçèäåíò ôiðìè õî÷å ñòâîðèòè êîìàíäó äëÿ ðîçðîáêè ìîäåëi òîâàðó ó ñêëàäi òðüîõ

iíæåíåðiâ i äâîõ ñïåöiàëiñòiâ ç äîñëiäæåííÿ ðèíêó. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî êîìàíäà

òàêîãî ñêëàäó áóäå ñòâîðåíà, ÿêùî ç ãðóïè 10 iíæåíåðiâ i 5 ñïåöiàëiñòiâ ç ïðîáëåì

ðèíêó âèáèðàòè íàâìàííÿ ï`ÿòü îñiá?

6. Íà ñêëàäi çáåðiãàþòü 500 àêóìóëÿòîðiâ. Âiäîìî, ùî ïiñëÿ ðîêó çáåðiãàííÿ 20 iç íèõ

áóäóòü íåïðèäàòíèìè. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âçÿòèé ïiñëÿ ðîêó çáå-

ðiãàííÿ àêóìóëÿòîð âèÿâèòüñÿ ñïðàâíèì, ÿêùî âiäîìî, ùî ïiñëÿ 6 ìiñÿöiâ çáåðiãàííÿ

áóëî âèëó÷åíî 5 íåñïðàâíèõ àêóìóëÿòîðiâ.

7. Ñòóäåíò çàáóâ îñòàííi òðè öèôðè ïîòðiáíîãî íîìåðó òåëåôîíó, àëå âií ïàì'ÿòàâ,

ùî âñi òðè öèôðè ðiçíi i íàáèðà¹ ¨õ íàâìàííÿ. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàáðàíi

öèôðè âiðíi.

8. Âíàñëiäîê áóðåâiþ ñòàâñÿ îáðèâ ïðîâîäó íà äiëÿíöi ìiæ äâîìà çàëiçíè÷èíèìè ñòàí-

öiÿìè, âiäñòàíü ìiæ ÿêèìè 20 êì. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî îáðèâ ñòàâñÿ ìiæ

êiëîìåòðîâèìè ñòîâï÷èêàìè ç ïîçíà÷êàìè 10-é òà 15-é êiëîìåòð.

9. Ó êðóã ðàäióñà R íàâìàííÿ êèíóòà òî÷êà. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî òî÷êà âè-

ÿâèòüñÿ âñåðåäèíi âïèñàíîãî â êðóã ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî

éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ òî÷êè â ÷àñòèíó êðóãà ïðîïîðöiéíà ïëîùi öi¹¨ ÷àñòèíè.

10. Ç 28 ïåðåâiðåíèõ êîíòðîëüíèõ ðîáiò ñiì îöiíåíî íà âiäìiííî. Çíàéòè âiäíîñíó ÷àñòîòó

ðîáiò ç íåâiäìiííèìè îöiíêàìè.

11. Ïðîâåäåíî 20 ïîñòðiëiâ i çàðå¹ñòðîâàíî 18 âëó÷åíü. Çíàéòè âiäíîñíó ÷àñòîòó âëó÷åíü

ó ìiøåíü.

12. Ïðè ñòðiëüái ç ãâèíòiâêè ïî ìiøåíi âiäíîñíà ÷àñòîòà âëó÷åííÿ äîðiâíþ¹ 0,95. Çíàéòè

÷èñëî âëó÷åíü, ÿêùî áóëî çäiéñíåíî 20 ïîñòðiëiâ.

1.4 Òåîðåìè äîäàâàííÿ éìîâiðíîñòåé

Ó ïîïåðåäíiõ òåìàõ ââåäåíî îçíà÷åííÿ ñóìè ïîäié A+B. Òîäi ïîñòà¹ ïèòàííÿ ïðî çíàõî-

äæåííÿ éìîâiðíîñòi öi¹¨ ñêëàäåíî¨ ïîäi¨, òîáòî P (A+B). Àëå ïåðø íiæ äàòè âiäïîâiäü íà

öå ïèòàííÿ, ñôîðìóëþ¹ìî ðÿä îçíà÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 1.17 Ïîäi¨ A òà B íàçèâàþòüñÿ íåñóìiñíèìè , ÿêùî ïîÿâà îäíi¹¨ ç íèõ

âèêëþ÷à¹ ïîÿâó iíøî¨ â îäíîìó i òîìó æ âèïðîáóâàííi.

Íàïðèêëàä 1.1 Ñåðåä îäíîðiäíèõ äåòàëåé ó ÿùèêó ¹ ñòàíäàðòíi òà íåñòàíäàðòíi.

Íàâìàííÿ iç ÿùèêà áåðóòü îäíó äåòàëü.

Ðîçãëÿíåìî ïîäi¨ À � { âçÿòà äåòàëü ñòàíäàðòíà} òà Â � { âçÿòà äåòàëü íåñòàíäàð-

òíà}, ÿêi ¹ íåñóìiñíèìè. Àäæå, ÿêùî âçÿòà îäíà äåòàëü, òî âîíà íå ìîæå îäíî÷àñíî

áóòè ñòàíäàðòíîþ i íåñòàíäàðòíîþ.
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Îçíà÷åííÿ 1.18 Ïîäi¨ A òà B íàçèâàþòüñÿ ñóìiñíèìè , ÿêùî ïîÿâà îäíi¹¨ ç íèõ íå

âèêëþ÷à¹ ïîÿâó iíøî¨ â îäíîìó i òîìó æ âèïðîáóâàííi.

Íàïðèêëàä 1.2 Äâà ñòðiëüöi ñòðiëÿþòü ó ìiøåíü. Ïîäi¨ À � { ïåðøèé ñòðiëåöü âëó-

÷èòü ó ìiøåíü} òà Â � { äðóãèé ñòðiëåöü âëó÷èòü ó ìiøåíü} ¹ ñóìiñíèìè.

Òåîðåìà 1.1 Éìîâiðíiñòü ïîÿâè îäíi¹¨ ç äâîõ íåñóìiñíèõ ïîäié äîðiâíþ¹ ñóìi éìîâiðíî-

ñòåé öèõ ïîäié:

P (A+B) = P (A) + P (B).

Íàñëiäîê 1.1 Éìîâiðíiñòü ïîÿâè îäíi¹¨ ç äåêiëüêîõ ïîïàðíî íåñóìiñíèõ ïîäié, äîðiâíþ¹

ñóìi éìîâiðíîñòåé öèõ ïîäié:

P (A1 + A2 + ...+ An) = P (A1) + P (A2) + ...+ P (An).

Çîêðåìà äëÿ òðüîõ ïîäié:

P (A1 + A2 + A3) = P (A1) + P (A2) + P (A3).

Ïðèêëàä 1.11 Ó áiáëiîòåöi íà ïîëèöi ðîçìiùåíî 20 êíèã, ñåðåä ÿêèõ 5 ïiäðó÷íèêiâ ç

ìàêðîåêîíîìiêè. Áiáëiîòåêàð íàâìàííÿ áåðå 3 êíèãè. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñåðåä

íèõ áóäå õî÷à á äâà ïiäðó÷íèêè ç ìàêðîåêîíîìiêè.

♢ Ââåäåìî ïîäi¨:

À � {ñåðåä âèáðàíèõ êíèã õî÷à á äâà ïiäðó÷íèêè ç ìàêðîåêîíîìiêè},

Â � {äâà ïiäðó÷íèêè ç ìàêðîåêîíîìiêè},

Ñ � {òðè ïiäðó÷íèêè ç ìàêðîåêîíîìiêè}.

Ïîäiÿ À ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âiäáóäåòüñÿ àáî ïîäiÿ Â, àáî ïîäiÿ Ñ, ÿêi ¹ íåñóìiñíèìè,

òîáòî A = B + C. Çãiäíî òåîðåìè äîäàâàííÿ éìîâiðíîñòåé íåñóìiñíèõ ïîäié:

P (A) = P (B + C) = P (B) + P (C).

Êîðèñòóþ÷èñü êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâiðíîñòi, îá÷èñëèìî éìîâiðíiñòü êîæíî¨ ç ðîç-

ãëÿäóâàíèõ ïîäié:

P (B) =
C2

5 · C1
15

C3
20

=

5!

3! · 2!
·

15!

14! · 1!
20!

17! · 3!

=

4 · 5
2

· 15

18 · 19 · 20
2 · 3

=
2 · 5 · 15
3 · 19 · 20

=
5

19 · 2
=

5

38
= 0, 13,

P (C) =
C3

5

C3
20

=

5!

2! · 3!
20!

17! · 3!

=
3 · 4 · 5

18 · 19 · 20
=

1

94
= 0, 01.
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Òîäi P (A) = 0, 13 + 0, 01 = 0, 14.

Îòæå, P (A) = 0, 14 ♦

Òåîðåìà 1.2 Éìîâiðíiñòü ïîÿâè îäíi¹¨ ç äâîõ ñóìiñíèõ ïîäié äîðiâíþ¹ ñóìi éìîâiðíî-

ñòåé öèõ ïîäié áåç éìîâiðíîñòi ¨õ ñóìiñíî¨ ïîÿâè:

P (A+B) = P (A) + P (B)− P (AB).

Ïðèêëàä 1.12 Ïðîâîäèòüñÿ ñïîñòåðåæåííÿ çà 2000 ñïîæèâà÷iâ äëÿ òîãî, ùîá âèçíà-

÷èòè êóïiâåëüíó ñïðîìîæíiñòü ñòîñîâíî äâîõ òèïiâ õîëîäèëüíèêiâ. Âèÿâèëîñÿ, ùî ïðî-

òÿãîì ïîïåðåäíüîãî ëiòà 500 îñiá ïðèäáàëî ìàðêó À, 350 � ìàðêó Â i 125 � îáèäâi ìàðêè

À i Â. ßêùî ëþäèíó âèáèðàþòü íàâìàííÿ ç öi¹¨ ãðóïè, òî ÿêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî áóäå

ïðèäáàíî õîëîäèëüíèê õî÷à á îäíi¹¨ ìàðêè?

♢ Ðîçãëÿíåìî ïîäiþ Ñ �� { íàâìàííÿ âèáðàíèé iç ãðóïè ñïîæèâà÷ ïðèäáàâ õîëîäèëüíèê

õî÷à á îäíi¹¨ ìàðêè}. Òîäi äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi äàíî¨ ïîäi¨ ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ

äîäàâàííÿ éìîâiðíîñòåé ñóìiñíèõ ïîäié òà êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâiðíîñòi:

P (C) =
500

2000
+

350

2000
− 125

2000
=

725

2000
= 0, 36.

Îòæå, P (C) = 0, 36. ♦

Îçíà÷åííÿ 1.19 Ïîäi¨ B1, B2, ....Bn óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ïîäié, ÿêùî âîíè ïîïàð-

íî íåñóìiñíi i ïðè âèïðîáóâàííi îäíà ç íèõ ¹ äîñòîâiðíîþ ïîäi¹þ.

Íàïðèêëàä 1.3 Ïðè ïiäêèäàííi êóáèêà ïîâíó ãðóïó óòâîðþþòü ïîäi¨: B1 � {îäíî î÷êî},

B2 � {äâà î÷êà}, B3 � {òðè î÷êà}, B4 � {÷îòèðè î÷êà}, B5 � {ï'ÿòü î÷îê}, B6 � {øiñòü

î÷îê}. Âîíè íåñóìiñíi i îáîâ'ÿçêîâî îäíà ç íèõ âiäáóäåòüñÿ â ðåçóëüòàòi âèïðîáóâàííÿ.

Òåîðåìà 1.3 Ñóìà éìîâiðíîñòåé ïîâíî¨ ãðóïè ïîäié äîðiâíþ¹ îäèíèöi

P (B1) + P (B2) + ...+ P (Bn) = 1.

Îçíà÷åííÿ 1.20 Äâi ïîäi¨, ùî óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó, íàçèâàþòüñÿ ïðîòèëåæíè-

ìè.

ßêùî A � ïîäiÿ, òî A � ïðîòèëåæíà ïîäiÿ.

Òîäi iç Òåîðåìè 1.3 âèïëèâà¹, ùî P (A) + P (A) = 1, à çâiäñè P (A) = 1− P (A).

Çàóâàæåííÿ 1.5 Äëÿ ñïðîùåííÿ ðîçðàõóíêiâ, ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: P (A) = p, P (A) = q

i òîäi p+ q = 1.
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Çàóâàæåííÿ 1.6 Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ íà çíàõîäæåííÿ éìîâiðíîñòi ïîäi¨ À, ÷àñòî

ïðîñòiøå îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü ïîäi¨ A, à ïîòiì çíàéòè øóêàíó éìîâiðíiñòü çà ôîð-

ìóëîþ: P (A) = 1− P (A).

Ïðèêëàä 1.13 Éìîâiðíiñòü îäåðæàòè ïîâiäîìëåííÿ âiä ïåâíî¨ îñîáè ïðîòÿãîì äîáè äî-

ðiâíþ¹ 0,35. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïîâiäîìëåííÿ âiä öi¹¨ îñîáè ïðîòÿãîì äîáè íå

íàäiéäå.

♢ Ïîçíà÷åìî ïîäiþ À � {ïîâiäîìëåííÿ âiä ïåâíî¨ îñîáè ïðîòÿãîì äîáè íàäiéäå}. Çà óìî-

âîþ çàäà÷i P (A) = 0, 35. Ïðîòèëåæíà ïîäiÿ A � {ïîâiäîìëåííÿ âiä ïåâíî¨ îñîáè ïðîòÿãîì

äîáè íå ïîñòóïèòü}. Òîäi éìîâiðíiñòü ïðîòèëåæíî¨ ïîäi¨: P (A) = 1−P (A) = 1−0, 35 = 0, 65.

♦

Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè

1. ßêi ïîäi¨ íàçèâàþòüñÿ íåñóìiñíèìè, ñóìiñíèìè? Íàâåñòè ïðèêëàäè.

2. ßê ôîðìóëþþòü i ÿêèìè ôîðìóëàìè çàïèñóþòüñÿ òåîðåìè äîäàâàííÿ éìîâiðíîñòåé

íåñóìiñíèõ òà ñóìiñíèõ ïîäié?

3. ßêi ïîäi¨ óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó ïîäié? Íàâåñòè ïðèêëàäè.

4. ßêi ïîäi¨ íàçèâàþòüñÿ ïðîòèëåæíèìè? Íàâåñòè ïðèêëàäè.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ

1. Ó ïåðøié êîðîáöi 10 äåòàëåé, ñåðåä ÿêèõ 6 ïîôàðáîâàíî â ñèíié êîëið, 4 �� â ÷åðâî-

íèé; â äðóãié êîðîáöi 20 äåòàëåé, ñåðåä íèõ 17 ïîôàðáîâàíî â ñèíié êîëið, à 3 �� â

÷åðâîíèé. Iç êîæíî¨ êîðîáêè âèéìàþòü ïî îäíié äåòàëi. ×îìó äîðiâíþ¹ éìîâiðíiñòü

òîãî, ùî äåòàëi ìàþòü îäíàêîâèé êîëið?

2. Ó ïåðøié êîðîáöi 11 äåòàëåé, ñåðåä ÿêèõ 6 ïîôàðáîâàíî â ñèíié êîëið, 5 �� â ÷åðâîíèé;

â äðóãié êîðîáöi 20 äåòàëåé, ñåðåä íèõ 16 ïîôàðáîâàíî â ñèíié êîëið, à 4 � â ÷åðâîíèé.

Iç êîæíî¨ êîðîáêè âèéìàþòü ïî îäíié äåòàëi. ×îìó äîðiâíþ¹ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî

äåòàëi ðiçíi çà êîëüîðîì?

3. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âçÿòå äâîöèôðîâå ÷èñëî áóäå êðàòíèì àáî 3,

àáî 5, àáî i îäíîìó i äðóãîìó îäíî÷àñíî.

4. Êîæåí ñòóäåíò ïðîõîäèòü ïðàêòèêó íà îäíîìó iç ÷îòèðüîõ ïiäïðè¹ìñòâ. Òàêèì ÷è-

íîì, íà ïåðøîìó ïiäïðè¹ìñòâi ïðîõîäÿòü ïðàêòèêó ñiì ñòóäåíòiâ, íà äðóãîìó, òðå-

òüîìó òà ÷åòâåðòîìó � äåâ'ÿòü, ï'ÿòü òà äâà ñòóäåíòè âiäïîâiäíî. Çíàéòè éìîâiðíiñòü

òîãî, ùî ïåðøi òðè ñòóäåíòè, ÿêi ç'ÿâèëèñÿ íà çàõèñò ïðàêòèêè, ïðîõîäèëè ïðàêòèêó

íà îäíîìó ïiäïðè¹ìñòâi.
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5. Ó çàëåæíîñòi âiä íàÿâíîñòi ñèðîâèíè ïiäïðè¹ñòâî ìîæå âèðîáèòè òà âiäïðàâèòè çà-

ìîâíèêàì ùîäîáîâî êiëüêiñòü ïåâíî¨ ïðîäóêöi¨ âiä 1 äî 100. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî,

ùî îäåðæàíó êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨ ìîæíà ðîçäiëèòè áåç çàëèøêó òðüîì àáî ÷îòèðüîì

çàìîâíèêàì?

6. Éìîâiðíiñòü âëó÷åííÿ ñòðiëêîì ó ïåðøó îáëàñòü ìiøåíi äîðiâíþ¹ 0,35, â äðóãó � 0,45,

ó òðåòþ � 0,15. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðè îäíîìó ïîñòðiëi ñòðiëîê âëó÷èòü ó

ïåðøó àáî äðóãó îáëàñòi ìiøåíi.

7. Çà ñòàòèñòè÷íèìè ïîêàçíèêàìè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî 68% ÷îëîâiêiâ, ÿêi äîñÿ-

ãëè 60-ði÷÷ÿ, äîñÿãàþòü òàêîæ i 70-ði÷÷ÿ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî 60-ði÷íèé ÷îëîâiê

íå äîñÿãíå ñâîãî 70-ði÷÷ÿ?

8. Ñåðåä 100 äåòàëåé ¹ òðè íåñïðàâíi. Íàâìàííÿ âçÿëè äâi äåòàëi. Çíàéòè éìîâiðíiñòü

òîãî, ùî ïðèíàéìíi îäíà iç íèõ íåñïðàâíà.

9. � 100 ëîòåðåéíèõ êâèòêiâ. Âiäîìî, ùî íà 8 êâèòêiâ âèïàäà¹ âèãðàø ïî 200 ãðí, íà 12

� ïî 150 ãðí., íà 14 � ïî 100 ãðí, íà 24 � ïî 20 ãðí, íà ðåøòó � íi÷îãî. Îá÷èñëèòè

éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íà êóïëåíèé êâèòîê áóäå îòðèìàíî âèãðàø íå ìåíøå ÿê 100

ãðí.

10. Ó êîðîáöi ëåæàòü 35 êðàâàòîê, ïðè÷îìó 11 iç íèõ ñèíi, à iíøi � ÷åðâîíi. Âèçíà÷èòè

éìîâiðíiñòü òîãî, ùî 6 íàâìàííÿ âçÿòèõ êðàâàòîê áóäóòü îäíîãî êîëüîðó.

1.5 Òåîðåìè äîáóòêó éìîâiðíîñòåé

Ðîçãëÿíåìî òåîðåìè, çãiäíî ÿêèõ áóäåìî îá÷èñëþâàòè éìîâiðíîñòi äîáóòêó ïîäié, òîáòî

P (A ·B). Àëå ñïî÷àòêó ñôîðìóëþ¹ìî ðÿä îçíà÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 1.21 Ïîäi¨ A òà B íàçèâàþòüñÿ íåçàëåæíèìè , ÿêùî éîâiðíiñòü ïîÿâè

îäíi¹¨ ïîäi¨ íå çàëåæèòü âiä ïîÿâè àáî íåïîÿâè äðóãî¨.

Íàïðèêëàä 1.4 Ãðàëüíèé êóáèê i ìîíåòó ïiäêèäóþòü ïî îäíîìó ðàçó.

Ðîçãëÿíåìî ïîäi¨ À � { ïîÿâà íåïàðíîãî ÷èñëà íà ãðàíi êóáèêà} òà Â � { ïîÿâà ãåðáà

íà ìîíåòi}, ÿêi ¹ íåçàëåæíèìè, îñêiëüêè ïiäêèäóâàííÿ êóáèêà i ìîíåòè âiäáóâàþòüñÿ

íåçàëåæíî.

Îçíà÷åííÿ 1.22 Âèïàäêîâi ïîäi¨ A òà B íàçèâàþòüñÿ çàëåæíèìè , ÿêùî éìîâiðíiñòü

ïîÿâè îäíi¹¨ ç íèõ çàëåæèòü âiä ïîÿâè àáî íåïîÿâè äðóãî¨ ïîäi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.23 Éìîâiðíiñòü ïîäi¨ B, îá÷èñëåíà ïðè óìîâi ïîÿâè ïîäi¨ A, íàçèâà¹òüñÿ

óìîâíîþ éìîâiðíiñòþ ïîäi¨ B i ïîçíà÷à¹òüñÿ PA(B).
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Íàïðèêëàä 1.5 Â óðíi 10 êóëü: 4 áiëèõ i 6 ÷îðíèõ. Íàâìàííÿ áåðóòü äâi êóëi. Íåõàé

ïîäiÿ À � {âçÿòà áiëà êóëÿ} òà Â � { âçÿòà ÷îðíà êóëÿ}.

ßêùî êóëþ, ÿêó âçÿëè ïåðøîþ ïîâåðòàþòü äî óðíè, òî éìîâiðíiñòü ïîÿâè äðóãî¨

íå çàëåæèòü âiä òîãî, ÿêà âçÿòà ïåðøà êóëÿ.

ßêùî ïåðøà êóëÿ íå ïîâåðòà¹òüñÿ äî óðíè, òî éìîâiðíiñòü äðóãî¨ ïîäi¨ çàëåæèòü

âiä ðåçóëüòàòó ïåðøîãî âèïðîáóâàííÿ.

ßêùî ïåðøîþ âçÿëè áiëó êóëþ, òî â óðíi çàëèøèëîñÿ 3 áiëi i 6 ÷îðíèõ êóëü, òîìó

PA(B) =
6

9
=

2

3
.

ßêùî ïåðøîþ âçÿëè ÷îðíó êóëþ, òî â óðíi çàëèøèëîñÿ 4 áiëi i 5 ÷îðíèõ êóëü, òîìó

PB(B) =
5

9
.

Îòæå, éìîâiðíiñòü ïîäi¨ Â çàëåæèòü âiä ïîÿâè ÷è íåïîÿâè ïîäi¨ À.

Òåîðåìà 1.4 Éìîâiðíiñòü ñóìiñíî¨ ïîÿâè äâîõ íåçàëåæíèõ ïîäié äîðiâíþ¹ äîáóòêó éìî-

âiðíîñòåé öèõ ïîäié:

P (A ·B) = P (A) · P (B).

Íàñëiäîê 1.2 Éìîâiðíiñòü ñóìiñíî¨ ïîÿâè äåêiëüêîõ ïîäié, íåçàëåæíèõ â ñóêóïíîñòi,

äîðiâíþ¹ äîáóòêó éìîâiðíîñòåé öèõ ïîäié:

P (A1 · A2 · ... · An) = P (A1) · P (A2) · ... · P (An).

Çîêðåìà äëÿ òðüîõ ïîäié:

P (A1 · A2 · A3) = P (A1) · P (A2) · P (A3).

Ïðèêëàä 1.14 Ìà¹ìî äâà ÿùèêè, ÿêi ìiñòÿòü ïî 10 äåòàëåé. Ó ïåðøîìó ÿùèêó 6 ñòàí-

äàðòíèõ, ó äðóãîìó � 8. Iç êîæíîãî ÿùèêà âèòÿãóþòü ïî îäíié äåòàëi. Çíàéòè éìîâið-

íiñòü òîãî, ùî îáèäâi âèòÿãíóòi äåòàëi ñòàíäàðòíi.

♢ Ââåäåìî ïîäi¨:

À � {iç ïåðøîãî ÿùèêà âèòÿãíóòà ñòàíäàðòíà äåòàëü},

Â � {iç äðóãîãî ÿùèêà âèòÿãíóòà ñòàíäàðòíà äåòàëü },

Çãiäíî êëàñè÷íîãî îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi P (A) = 0, 6, P (B) = 0, 8.

Ïîäi¨ À òà Â ¹ íåçàëåæíèìè, òîìó çãiäíî Òåîðåìè 1.4:

P (A ·B) = P (A) · P (B) = 0, 6 · 0, 8 = 0, 48.

Îòæå, éìîâiðíiñòü âèòÿãíóòè iç îáîõ ÿùèêiâ ñòàíäàðòíi äåòàëi äîðiâíþ¹ 0,48. ♦
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Òåîðåìà 1.5 Éìîâiðíiñòü ñóìiñíî¨ ïîÿâè äâîõ çàëåæíèõ ïîäié äîðiâíþ¹ äîáóòêó éìî-

âiðíîñòi îäíi¹¨ ç ïîäié íà óìîâíó éìîâiðíiñòü äðóãî¨ ïîäi¨, ÿêà îá÷èñëåíà ó ïðèïóùåííi,

ùî ïåðøà ïîäiÿ âæå âiäáóëàñÿ:

P (A ·B) = P (A) · PA(B) = P (B) · PB(A).

Íàñëiäîê 1.3 Éìîâiðíiñòü ñóìiñíî¨ ïîÿâè äåêiëüêîõ çàëåæíèõ ïîäié äîðiâíþ¹ äîáóòêó

éìîâiðíîñòi îäíi¹¨ ç íèõ íà óìîâíi éìîâiðíîñòi âñiõ iíøèõ, ïðè÷îìó éìîâiðíiñòü êîæíî¨

íàñòóïíî¨ ïîäi¨ îá÷èëþ¹òüñÿ çà ïðèïóùåííÿ, ùî âñi ïîïåðåäíi ïîäi¨ âæå âiäáóëèñÿ:

P (A1 · A2 · ... · An) = P (A1) · PA1(A2) · PA1·A2(A3) · ... · PA1·A2·...·An−1(An).

Çîêðåìà äëÿ òðüîõ ïîäié:

P (A1 · A2 · A3) = P (A1) · PA1(A2) · PA1·A2(A3).

Ïðèêëàä 1.15 Ó êîðîáöi çíàõîäèòüñÿ ï'ÿòü áiëèõ, òðè ñèíi òà ÷îòèðè æîâòi êóëüêè.

Íàâìàííÿ ïîñëiäîâíî áåðóòü òðè êóëüêè. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïåðøà êóëüêà �

áiëà, äðóãà � ñèíÿ i òðåòÿ � æîâòà?

♢ Ðîçãëÿíåìî ïîäi¨ À �� { ïåðøà âèòÿãíóòà êóëüêà áiëà}, Â �� { äðóãà âèòÿãíóòà êóëü-

êà ñèíÿ}, Ñ �� { òðåòÿ âèòÿãíóòà êóëüêà æîâòà}. Ïîäi¨ À, Â, Ñ ¹ çàëåæíèìè, òîìó çà

Òåîðåìîþ 1.5 îòðèìà¹ìî:

P (A ·B · C) = P (A) · PA(B) · PAB(C) =
5

12
· 3

11
· 4

10
=

1

22
.

Îòæå, øóêàíà éìîâiðíiñòü ðiâíà 1
22
. ♦

Òåîðåìà 1.6 Éìîâiðíiñòü ïîÿâè õî÷à á îäíi¹¨ iç ïîäié A1, A2,...,An, íåçàëåæíèõ â ñó-

êóïíîñòi, äîðiâíþ¹ ðiçíèöi ìiæ îäèíèöåþ i äîáóòêîì éìîâiðíîñòåé ïðîòèëåæíèõ ïîäié

A1, A2,...,An:

P (A) = 1− P (A1) · P (A2) · ... · P (An).

ßêùî ïîçíà÷èòè P (A1) = q1, P (A2) = q2, ..., P (An) = qn, òî ôîðìóëà çàïèøåòüñÿ íàñòó-

ïíèì ÷èíîì:

P (A) = 1− q1 · q2 · ... · qn.

ßêùî P (Ai) = pi = p, òî P (Ai) = qi = q, òîäi

P (A) = 1− qn.

Ïðèêëàä 1.16 Éìîâiðíiñòü âëó÷åííÿ â ìiøåíü ïåðøîãî ñòðiëüöÿ äîðiâíþ¹ 0,7, äðóãî-

ãî � 0, 8, à òðåòüîãî � 0,9. Çíàéòè éìîâiðíiñòü âëó÷åííÿ õî÷à á îäíîãî ñòðiëüöÿ.
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♢ Ïîçíà÷èìî ïîäi¨ Ai � {ó ìiøåíü âëó÷èâ i-é ñòðiëåöü}, i=1,2,3 òà ïîäiþ À � {ó ìiøåíü

âëó÷èòü õî÷à á îäèí ñòðiëåöü}. Çà óìîâîþ çàäà÷i ïîäi¨ A1, A2 òà A3 ¹ íåçàëåæíi, òîìó ïîäi¨

A1, A2, A3 òàêîæ íåçàëåæíi.

Âiäîìî, ùî P (A1) = 0, 7, P (A2) = 0, 8, P (A3) = 0, 9.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi P (A) ñêîðèñòà¹ìîñÿ Òåîðåìîþ 1.6:

P (A) = 1− P (A1) · P (A2) · P (A3).

Òàê ÿê P (A1) = 1− 0, 7 = 0, 3, P (A2) = 1− 0, 8 = 0, 2, P (A3) = 1− 0, 9 = 0, 1, òî

P (A) = 1− 0, 3 · 0, 2 · 0, 1 = 1− 0, 006 = 0, 994.

Îòæå, éìîâiðíiñòü âëó÷åííÿ õî÷à á îäíîãî ñòðiëüöÿ ðiâíà 0,994. ♦

Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè

1. ßêi ïîäi¨ íàçèâàþòüñÿ íåçàëåæíèìè, çàëåæíèìè? Íàâåñòè ïðèêëàäè.

2. ßê ôîðìóëþ¹òüñÿ îçíà÷åííÿ óìîâíî¨ éìîâiðíîñòi?

3. ßê ôîðìóëþþòü i ÿêèìè ôîðìóëàìè çàïèñóþòüñÿ òåîðåìè ìíîæåííÿ éìîâiðíîñòåé

íåçàëåæíèõ òà çàëåæíèõ ïîäié?

4. ßê îá÷èñëþ¹òüñÿ éìîâiðíiñòü õî÷à á îäí¹¨ iç ïîäi¨, íåçàëåæíèõ â ñóêóïíîñòi?

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ

1. Ðîáîò îáñëóãîâó¹ 4 ñòàíêè. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîòÿãîì ãîäèíè 1-èé ñòàíîê íå

ïîòðåáó¹ óâàãè ðîáîòà äîðiâíþ¹ 0,5; 2-èé ñòàíîê � 0,3; 3-ié � 0,4 i 4-èé � 0,6. Çíàéòè

éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîòÿãîì ãîäèíè óâàãè ïîòðåáó¹ ëèøå îäèí ñòàíîê.

2. Éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà äëÿ ïåðøî¨ ôàáðèêè äîðiâíþ¹ 0,2, äëÿ äðóãî¨ � íà 50%

áiëüøà, íiæ äëÿ ïåðøî¨, äëÿ òðåòüî¨ éìîâiðíiñòü áàíêðóòñâà ¹ ðîçâ`ÿçêîì ðiâíÿííÿ

10p2 + 9p = 1. Âèçíà÷èòè éìîâiðíiñòü áàíêðóòñòâà òiëüêè îäíi¹¨ ôàáðèêè.

3. Äëÿ ñïðàâíî¨ ðîáîòè ïðèëàäó äîñòàòíüî, ùîá áóëè ñïðàâíèìè äâà iç òðüîõ âóçëiâ, ùî

ïðàöþþòü íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî. Éìîâiðíiñòü ñïðàâíîãî ôóíêöiîíóâàííÿ âóçëiâ

äîðiâíþ¹ âiäïîâiäíî 0,7, 0,75, 0,8. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðèëàä áóäå ïðàöþâàòè

ñïðàâíî?

4. Éìîâiðíiñòü âèêîíàííÿ äîãîâîðó äëÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïiäïðè¹ìñòâ çàäîâîëüíÿþòü

ñèñòåìó ðiâíÿíü

3p1 + 2p2 = 2, 7;

4p1 + 5p2 = 5.

Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äîãîâið áóäå âèêîíàíèé õî÷à á îäíèì ïiäïðè¹ìñòâîì.
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5. Åêçàìåíàöiéíèé áiëåò ìiñòèòü òðè ïèòàííÿ. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñòóäåíò çìîæå âiä-

ïîâiñòè íà ïåðøå ïèòàííÿ äîðiâíþ¹ 0,5, íà äðóãå � 0,4 i íà òðåò¹ � 0,8. Çíàéòè

éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñòóäåíò ñêëàäå iñïèò, ÿêùî äëÿ öüîãî ïîòðiáíî âiäïîâiñòè:

à) íà âñi ïèòàííÿ;

á) õî÷à á íà äâà ïèòàííÿ.

6. Òðè äîñëiäíèêè, íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî, ïðîâîäÿòü âèìiðè äåÿêî¨ ôiçè÷íî¨ âå-

ëè÷èíè. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïåðøèé äîñëiäíèê äîïóñòèòü ïîìèëêó ïðè ñ÷èòóâàííi

ïîêàçíèêiâ ïðèëàäó, äîðiâíþ¹ 0,2. Äëÿ äðóãîãî i òðåòüîãî äîñëiäíèêà öÿ éìîâiðíiñòü

âiäïîâiäíî äîðiâíþ¹ 0,4 i 0,15. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðè îäíîðàçîâîìó âèìi-

ðþâàííi õî÷à á îäèí iç äîñëiäíèêiâ äîïóñòèòü ïîìèëêó.

7. Éìîâiðíiñòü ëiêâiäàöi¨ çàáîðãîâàíîñòi äëÿ ïåðøîãî çàâîäó äîðiâíþ¹ 6/7, äëÿ äðóãî-

ãî � 3/4, äëÿ òðåòüîãî � 0,8. Çíàéòè éìîâiðíiñòü ëiêâiäàöi¨ çàáîðãîâàíîñòi õî÷à á

äâîìà çàâîäàìè.

8. Éìîâiðíiñòü ïîâíîãî ðîçðàõóíêó çà åíåðãîíîñi¨ äëÿ ïåðøîãî çàâîäó äîðiâíþ¹ 0,5, äëÿ

äðóãîãî � íà 20% áiëüøà. Çíàéòè éìîâiðíiñòü ñâî¹÷àñíî¨ ñïëàòè çà åíåðãîíîñi¨ õî÷à

á îäíèì çàâîäîì.

9. Éìîâiðíiñòü âèêîíàííÿ äîãîâîðó äëÿ ïåðøîãî ïiäïðè¹ìñòâà 2/5, äëÿ äðóãîãî � 0,8,

äëÿ òðåòüîãî öÿ éìîâiðíiñòü ñòàíîâèòü 60% âiä ñóìè éìîâiðíîñòåé ïåðøîãî òà äðó-

ãîãî ïiäïðè¹ìñòâ. Çíàéòè éìîâiðíiñòü âèêîíàííÿ äîãîâîðó õî÷à á äâîìà ïiäïðè¹ì-

ñòâàìè.

10. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñïðàâíèì ¹ ïåðøèé êîìï`þòåð, äîðiâíþ¹ 2/3, äðóãèé � 3/4,

òðåòié � 5/6. Âèçíà÷èòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñïðàâíèìè âèÿâëÿòüñÿ õî÷à á äâà

êîìï`þòåðè.

11. Ñòóäåíò øóêà¹ ïîòðiáíó éîìó ôîðìóëó ó òðüîõ êíèãàõ. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïîòði-

áíà ôîðìóëà çíàõîäèòüñÿ ó ïåðøié, äðóãié, òðåòié êíèçi, âiäïîâiäíî äîðiâíþ¹ 0,6, 0,7

i 0,8. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïîòðiáíà ôîðìóëà çíàõîäèòüñÿ ïðèíàéìíi ó äâîõ

êíèãàõ.

12. Ñòóäåíò ïðèéøîâ íà åêçàìåí, ïiäãîòóâàâøè 18 iç 25 ïèòàíü ïðîãðàìè. Åêçàìåíàòîð

çàäà¹ éîìó ïîñëiäîâíî òðè ïèòàííÿ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî:

à) ñòóäåíò âiäïîâiñòü íà âñi òðè ïèòàííÿ;

á) ñòóäåíò âiäïîâiñòü íà ïåðøå ïèòàííÿ, à íà ðåøòó íå çíà¹ âiäïîâiäi.

13. Ìà¹ìî ï'ÿòü êëþ÷iâ, iç ÿêèõ òiëüêè îäèí ïiäõîäèòü äî çàìêà. Çíàéòè éìîâiðíiñòü

òîãî, ùî äîâåäåòüñÿ ñïðîáóâàòè òðè êëþ÷i, ùîá âiäêðèòè çàìîê.

14. Ñòðiëåöü ñòðiëÿ¹ â öiëü 6 ðàçiâ. Éìîâiðíiñòü âëó÷åííÿ â öiëü äîðiâíþ¹ 0,6. Çíàéòè

éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñòðiëåöü õî÷à á îäèí ðàç âëó÷èòü â öiëü.
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15. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïîäiÿ ç'ÿâèòüñÿ õî÷à á îäèí ðàç ó òðüîõ íåçàëåæíèõ â ñó-

êóïíîñòi âèïðîáóâàííÿõ, äîðiâíþ¹ 0,973. Çíàéòè éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ â îäíîìó

âèïðîáóâàííi (ÿêùî â óñiõ âèïðîáóâàííÿõ éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ îäèíàêîâà).

1.6 Ôîðìóëà ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi. Ôîðìóëà Áàé¹ñà.

Îäíèì iç íàñëiäêiâ çàñòîñóâàííÿ òåîðåì äîäàâàííÿ i äîáóòêó ¹ ôîðìóëà ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi

òà ôîðìóëà Áàé¹ñà.

Òåîðåìà 1.7 (Ôîðìóëà ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi) ßêùî ïîäiÿ À ìîæå íàñòàòè òiëüêè

ïðè óìîâi íàñòàííÿ îäíi¹¨ ç ïîäié (ãiïîòåç) B1, B2,..., Bn, ÿêi óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó,

òî éìîâiðíiñòü ïîäi¨ À äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ éìîâiðíîñòåé êîæíî¨ ç ïîäié B1, B2,...,

Bn íà âiäïîâiäíó óìîâíó éìîâiðíiñòü ïîäi¨ À, òîáòî:

P (A) = P (B1) · PB1(A) + P (B2) · PB2(A) + ...+ P (Bn) · PBn(A) =
n∑

i=1

P (Bi) · PBi
(A).

Ïðèêëàä 1.17 Ó ñïîðòèâíîìó ìàãàçèíi 20% ñïîðòèâíèõ êîñòþìiâ âèãîòîâëåíî ôið-

ìîþ �Puma�, 30% - �Adidas� i 50% - �Reebok�. Éìîâiðíiñòü áðàêó äëÿ êîæíî¨ ç öèõ ôiðì

ñòàíîâèòü 0,05, 0,01 òà 0,06 âiäïîâiäíî. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî êóïëåíèé êîñòþì

âèÿâèòüñÿ áðàêîâàíèì.

♢ Ðîçãëÿíåìî ïîäiþ À � {êóïëåíèé êîñòþì âèÿâèòüñÿ áðàêîâàíèì} òà ãiïîòåçè:

B1 � {êîñòþì âèãîòîâëåíèé ôiðìîþ �Puma� },

B2 � {êîñòþì âèãîòîâëåíèé ôiðìîþ �Adidas� },

B3 � {êîñòþì âèãîòîâëåíèé ôiðìîþ �Reebok� }.

Çà óìîâîþ çàäà÷i: P (B1) = 0, 2, P (B2) = 0, 3, P (B3) = 0, 5. Óìîâíi éìîâiðíîñòi ïîäi¨ À:

PB1(A) = 0, 05, PB2(A) = 0, 01 òà PB3(A) = 0, 06.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi ïîäi¨ À ñêîðèñòà¹ìîñÿ Òåîðåìîþ 1.7:

P (A) = P (B1)·PB1(A)+P (B2)·PB2(A)+P (B3)·PB3(A) = 0, 2·0, 05+0, 3·0, 01+0, 5·0, 06 = 0, 043.

Îòæå, éìîâiðíiñòü êóïèòè áðàêîâàíèé ñïîðòèâíèé êîñòþì ðiâíà 0,043. ♦

Òåîðåìà 1.8 (Ôîðìóëà Áàé¹ñà) Íåõàé ïîäi¨ B1, B2,..., Bn óòâîðþþòü ïîâíó ãðóïó.

Òîäi óìîâíà éìîâiðíiñòü ïîäi¨ Bi (i = 1, 2, ..., n) çà óìîâîþ, ùî ïîäiÿ À âiäáóëàñÿ, îá÷è-

ñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ Áàé¹ñà:

PA(Bi) =
P (Bi) · PBi

(A)

P (A)
.

Çàóâàæåííÿ 1.7 Ôîðìóëà Áàé¹ñà äîçâîëÿ¹ ïåðåîöiíèòè éìîâiðíiñòü ãiïîòåç Bi (i =

1, 2, ..., n) çà ðåçóëüòàòàìè åêñïåðèìåíòó, òîáòî çíàéòè àïîñòåðiîðíi éìîâiðíîñòi PA(Bi)

òà ïîðiâíÿòè ¨õ ç àïðiîðíèìè (ïðèéíÿòèìè äî åêñïåðèìåíòó).
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Ïðèêëàä 1.18 Äâà åêîíîìiñòè çàïîâíþþòü äîêóìåíòè, ÿêi ñêëàäàþòü ó ñïiëüíó ïà-

ïêó. Éìîâiðíiñòü çðîáèòè ïîìèëêó äëÿ 1-ãî åêîíîìiñòà äîðiâíþ¹ 0,1, äëÿ äðóãîãî � 0,2.

Ïåðøèé åêîíîìiñò çàïîâíèâ 40 äîêóìåíòiâ, äðóãèé � 60. Íàâìàííÿ âçÿòèé iç ïàïêè äî-

êóìåíò âèÿâèâñÿ ç ïîìèëêîþ. Âèçíà÷èòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî éîãî çàïîâíèâ ïåðøèé

åêîíîìiñò.

♢ Ðîçãëÿíåìî ïîäiþ À � { âçÿòèé äîêóìåíò ìiñòèòü ïîìèëêó} òà ãiïîòåçè Bi �� { äîêóìåíò

çàïîâíèâ i-é åêîíîìiñò} (i = 1, 2).

Âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi, çíàõîäèìî éìîâiðíîñòi ãiïîòåç:

P (B1) =
40

100
= 0, 4, P (B2) =

60

100
= 0, 6.

Çà óìîâîþ çàäà÷i óìîâíi éìîâiðíîñòi: PB1(A) = 0, 1, PB2(A) = 0, 2. Òîäi çà ôîðìóëîþ

ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi:

P (A) = P (B1) · PB1(A) + P (B2) · PB2(A) = 0, 4 · 0, 1 + 0, 6 · 0, 2 = 0, 16.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ óìîâíî¨ éìîâiðíîñòi ïîäi¨ B1 ïðè óìîâi, ùî ïîäiÿ À âiäáóëàñÿ PA(B1)

âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó Áàé¹ñà:

PA(B1) =
P (B1) · PB1(A)

P (A)
=

0, 4 · 0, 1
0, 16

= 0, 25.

Îòæå, éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âçÿòèé ç ïîìèëêîþ äîêóìåíò çàïîâíþâàâ ïåðøèé åêîíîìiñò

ðiâíà 0,25. ♦

Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè

1. Ùî òàêå ãiïîòåçè? ßêó ðiâíiñòü çàäîâîëüíÿ¹ ñóìà éìîâiðíîñòåé öèõ ãiïîòåç?

2. ßêèì óìîâàì ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè ïîäiÿ, ùîá ¨¨ éìîâiðíiñòü ìîæíà áóëî çíàõîäèòè

çà ôîðìóëîþ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi?

3. ßê çàïèñó¹òüñÿ ôîðìóëà ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi?

4. Êîëè çàñòîñîâó¹òüñÿ ôîðìóëà Áàé¹ñà?

5. ßê çàïèñó¹òüñÿ ôîðìóëà Áàé¹ñà?

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ

1. Ïðèëàä ìîæå ïðàöþâàòè ó òðüîõ ðåæèìàõ: íîðìàëüíîìó, ôîðñîâàíîìó i íåäîâàíòà-

æåíîìó. Íîðìàëüíèé ðåæèì ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ó 60% âèïàäêiâ ðîáîòè ïðèëàäó, ôîðñî-

âàíèé � ó 30%, íåäîâàíòàæåíèé � ó 10%. Íàäiéíiñòü ïðèëàäó (éìîâiðíiñòü áåçâiä-

ìîâíî¨ ðîáîòè ïðèëàäó íà ïðîòÿçi çàäàíîãî âiäðiçêó ÷àñó t) äëÿ íîðìàëüíîãî ðåæèìó

äîðiâíþ¹ 0,8, äëÿ ôîðñîâàíîãî � 0,5, äëÿ íåäîâàíòàæåíîãî � 0,9. Çíàéòè ïîâíó (ç

óðàõóâàííÿì âèïàäêîâîñòi óìîâ) íàäiéíiñòü ïðèëàäó.
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2. Ó äâîõ ÿùèêàõ çíàõîäèòüñÿ ïî 20 êóëü, ïðè÷îìó â ïåðøîìó ÿùèêó áiëîãî êîëüîðó 9

êóëü, à äðóãîìó � 12. Ç ïåðøîãî ÿùèêà íàâìàííÿ âèéìàþòü êóëþ i êëàäóòü ó äðóãèé

ÿùèê. Ðåòåëüíî ïåðåìiøàâøè êóëi â äðóãîìó ÿùèêó, íàâìàííÿ âèáèðàþòü ç íüîãî

îäíó êóëþ, ÿêà âèÿâèëàñü áiëîþ. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî êóëÿ, âçÿòà ç ïåðøîãî

ÿùèêà, áóëà áiëîãî êîëüîðó.

3. Ó ïåðøîìó êîìïëåêòi ìiñòèòüñÿ 18 äåòàëåé, 7 ç ÿêèõ íåñòàíäàðòíi, â äðóãîìó � 12,

4 ç ÿêèõ íåñòàíäàðòíi. Ç êîæíîãî êîìïëåêòó íàâìàííÿ âèòÿãóþòü ïî îäíié äåòàëi,

à ïîòiì ç öèõ äåòàëåé íàâìàííÿ âèáèðàþòü îäíó. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî öÿ

âèáðàíà äåòàëü âèÿâèòüñÿ ñòàíäàðòíîþ.

4. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî òåëåâiçîð ôiðìè ¾SAMSUNG¿ íå çiïñó¹òüñÿ ïðîòÿãîì ãàðàí-

òiéíîãî òåðìiíó äîðiâíþ¹ 0,4, äëÿ òåëåâiçîðà ôiðìè ¾SONI¿ öÿ éìîâiðíiñòü íà 0,3

áiëüøà. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âèáðàíèé òåëåâiçîð iç 4-îõ ôiðìè

¾SAMSUNG¿ i 8-ìè ôiðìè ¾SONI¿ íå çiïñó¹òüñÿ ïðîòÿãîì ãàðàíòiéíîãî òåðìiíó.

5. Íà ñêëàäi òåëåàòåëü¹ çíàõîäÿòüñÿ òðè êîìïëåêòè îäíîòèïíèõ äåòàëåé; ó ïåðøîìó �

200 äåòàëåé, óñi ñòàíäàðòíi; ó äðóãîìó � 100, ç ÿêèõ òðè áðàêîâàíi; ó òðåòüîìó �

150, ç íèõ 5 áðàêîâàíèõ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âçÿòà äåòàëü iç äîâiëüíî

âèáðàíîãî êîìïëåêòó âèÿâèòüñÿ ñòàíäàðòíîþ?

6. Ïðîäóêöiÿ âèãîòîâëÿ¹òüñÿ íà äâîõ ïiäïðè¹ìñòâàõ i íàäõîäèòü íà ñïiëüíó áàçó. Éìî-

âiðíiñòü âèãîòîâëåííÿ áðàêîâàíî¨ ïðîäóêöi¨ äëÿ 1-ãî ïiäïðè¹ìñòâà 0,1, äëÿ 2-ãî �

0,2. Ïåðøå ïiäïðè¹ìñòâî çäàëî íà ñêëàä 100 îäèíèöü ïðîäóêöi¨, äðóãå 400. Çíàéòè

éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âçÿòà iç ñêëàäó îäèíèöÿ ïðîäóêöi¨ áóäå íå áðàêîâà-

íîþ.

7. Äåòàëü, ÿêà ïðîõîäèòü îáðîáêó íà îäíîìó iç òðüîõ iíñòðóìåíòiâ, áóëà âèçíàíà íå-

ïðèäàòíîþ. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äåòàëü ¹ íåïðèäàòíîþ, â ðåçóëüòàòi îáðîá-

êè 1-èì, 2-èì, 3-iì iíñòðóìåíòîì, ÿêùî éìîâiðíiñòü íåñïðàâíîñòi äëÿ íèõ ñòàíîâèòü

âiäïîâiäíî 0,2, 0,4 i 0,6.

8. Ó êîìàíäi ñïîðòñìåíiâ 4 ëèæíèêè, 6 áiãóíiâ i 10 âåëîñèïåäèñòiâ. Éìîâiðíiñòü âè-

êîíàòè íîðìó ìàéñòðà ñïîðòó äëÿ ëèæíèêà äîðiâíþ¹ 0,2, äëÿ áiãóíà � 0,15 i äëÿ

âåëîñèïåäèñòà � 0,1. Âèáðàíèé íàâìàííÿ ñïîðòñìåí íå âèêîíàâ íîðìó. Âèçíà÷èòè

éìîâiðíiñòü òîãî, ùî öå áóâ áiãóí.

9. Íà ñêëàä ïiäïðè¹ìñòâà íàäõîäÿòü äåòàëi iç òðüîõ öåõiâ. Ïåðøèé öåõ âiäïðàâèâ 100

äåòàëåé, äðóãèé i òðåòié ïî 200. Ïåðøèé i äðóãèé öåõè äàþòü ïî 4% áðàêó, òðå-

òié � 3%. Âèçíà÷èòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âçÿòà äåòàëü ¹ áðàêîâàíîþ. ßêà

éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíà íàäiéøëà ç òðåòüîãî öåõó?

10. Ó ïåðøîìó êîìïëåêòi ìiñòèòüñÿ 15 äåòàëåé, 5 ç ÿêèõ íåñòàíäàðòíi, â äðóãîìó � 18,

4 ç ÿêèõ íåñòàíäàðòíi. Ç êîæíîãî êîìïëåêòó íàâìàííÿ âèòÿãóþòü ïî îäíié äåòàëi, à
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ïîòiì ç öèõ äåòàëåé íàâìàííÿ âèáèðàþòü îäíó. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèáðàíà

äåòàëü âèÿâèòüñÿ ñòàíäàðòíîþ.

11. Ó ïåðøîìó ÿùèêó ¹ 20 äåòàëåé, ç ÿêèõ 30% ïîôàðáîâàíî, ó äðóãîìó âiäïîâiäíî �

10 i 40%. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äåòàëü âçÿòà ç íàâìàííÿ âèáðàíîãî ÿùèêà ¹

ïîôàðáîâàíîþ.

12. Ó ìàãàçèí íàäiéøëî 30% òåëåâiçîðiâ iç ïåðøîãî çàâîäó, ñåðåä ÿêèõ 20% áðàêîâàíèõ;

20% � iç äðóãîãî çàâîäó, ñåðåä ÿêèõ 10% áðàêîâàíèõ; 50% iç òðåòüîãî çàâîäó, ÿêèé

ìà¹ ëèøå 5% áðàêó. ßêà éìîâiðíiñòü êóïèòè ñïðàâíèé òåëåâiçîð?

13. Ó ðèáàëêè ¹ òðè óëþáëåíi ìiñöÿ, êóäè âií ïðèõîäèòü ç îäèíàêîâîþ éìîâiðíiñòþ.

Éìîâiðíiñòü êëüîâó íà ïåðøîìó ìiñöi äîðiâíþ¹ 1/3, íà äðóãîìó � 1/2, íà òðåòüîìó �

1/4. Ðèáàëêà çàêèíóâ âóäêó ó íàâìàííÿ âèáðàíîìó ìiñöi i ðèáà êëþíóëà. Çíàéòè

éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ðèáàëêà çàêèíóâ âóäêó ó ïåðøîìó ìiñöi.

14. Ó êðàìíèöþ äëÿ ïðîäàæó íàäiéøëà ïðîäóêöiÿ ç òðüîõ ôàáðèê, âiäíîñíà ÷àñòêà ÿêèõ

¹: 1 � 50%, 2 � 30%, 3 � 20%. Áðàê ïðîäóêöi¨ öèõ ôàáðèê ñòàíîâèòü 2%, 3% òà 5%

âiäïîâiäíî. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ êóïëåíèé ó ìàãàçèíi âèðiá öèõ

ôàáðèê áóäå ÿêiñíèì.

15. Ïàñàæèð äëÿ ïðèäáàííÿ êâèòêà ìîæå çâåðíóòèñÿ äî îäíi¹¨ iç òðüîõ êàñ íà ñòàíöi¨.

Âiäïîâiäíi éìîâiðíîñòi ðiâíi 0,2, 0,3 òà 0,5. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íà ìîìåíò çâåðíåííÿ

ïàñàæèðà â êàñó áóäå êâèòîê, äîðiâíþ¹ âiäïîâiäíî 0,6, 0,7 òà 0,9. Ïàñàæèð çâåðíóâñÿ

äî îäíi¹¨ ç êàñ i êóïèâ êâèòîê. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî êâèòîê ïàñàæèð ïðèäáàâ ó

ïåðøié êàñi?

1.7 Ïîâòîðíi íåçàëåæíi âèïðîáóâàííÿ.

Ó áàãàòüîõ çàäà÷àõ òåîði¨ éìîâiðíîñòi ïîòðiáíî äîñëiäæóâàòè ïîñëiäîâíiñòü n âèïðîáóâàíü.

Îçíà÷åííÿ 1.24 ßêùî óñi n âèïðîáóâàíü ïðîâîäèòè â îäíàêîâèõ óìîâàõ i éìîâiðíiñòü

ïîÿâè ïîäi¨ À â óñiõ öèõ âèïðîáóâàííÿõ îäíàêîâà i íå çàëåæèòü âiä ïîÿâè àáî íåïîÿâè

À â iíøèõ âèïðîáóâàííÿõ, òî òàêó ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü íàçèâàþòü

ñõåìîþ Áåðíóëëi .

Íåõàé âèïàäêîâà ïîäiÿ À ìîæå ç'ÿâèòèñÿ ó êîæíîìó âèïðîáóâàííi ç éìîâiðíiñòþ P (A) = p

àáî íå ç'ÿâèòèñÿ iç éìîâiðíiñòþ P (A) = 1− p = q.

Ïîñòàâèìî çàäà÷ó: çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðè ïðîâåäåííi n âèïðîáóâàíü

ïîäiÿ À ç'ÿâèòüñÿ k ðàçiâ i íå ç'ÿâèòüñÿ n − k ðàçiâ. Øóêàíà éìîâiðíiñòü ïîçíà÷à¹òüñÿ

Pn(k).
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Òåîðåìà 1.9 (Òåîðåìà Áåðíóëëi) Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðè ïðîâåäåííi n âèïðîáó-

âàíü çà ñõåìîþ Áåðíóëëi ïîäiÿ À ç'ÿâèòüñÿ k ðàç, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ Áåðíóëëi:

Pn(k) = Ck
n · pk · qn−k,

äå Ck
n =

n!

k!(n− k)!
,

p � éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ À â êîæíîìó âèïðîáóâàííi,

q � éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ A â êîæíîìó âèïðîáóâàííi.

Çàóâàæåííÿ 1.8 Éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ À â n âèïðîáóâàííÿõ ñõåìè Áåðíóëëi ìåíøå

m ðàçiâ çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

Pn(k < m) = Pn(0) + Pn(1) + ...+ Pn(m− 1).

Éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ À íå ìåíøå m ðàçiâ çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

Pn(k ⩾ m) = Pn(m) + Pn(m+ 1) + ...+ Pn(n).

Éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ À â n âèïðîáóâàííÿõ ñõåìè Áåðíóëëi áiëüøåm ðàçiâ çíàõîäèòüñÿ

çà ôîðìóëîþ:

Pn(k > m) = Pn(m+ 1) + Pn(m+ 2) + ...+ Pn(n).

Éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ À íå áiëüøå m ðàçiâ çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

Pn(k ⩽ m) = Pn(0) + Pn(1) + ...+ Pn(m).

Çàóâàæåííÿ 1.9 Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ ¹ íåîáõiäíiñòü çíàõîäèòè íàéáiëüø éìîâiðíå

çíà÷åííÿ k0 ÷èñëà k ïîÿâ ïîäi¨ À. Öå çíà÷åííÿ k0 âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

np− q ⩽ k0 ⩽ np+ p àáî (n+ 1)p− 1 ⩽ k0 ⩽ (n+ 1)p.

×èñëî k0 ïîâèííî áóòè öiëèì ÷èñëîì. ßêùî (n + 1)p � öiëå ÷èñëî, òîäi íàéáiëüøå çíà-

÷åííÿ éìîâiðíiñòü ìà¹ ïðè äâîõ ÷èñëàõ k1 = (n+ 1)p− 1 òà k2 = (n+ 1)p.

Ïðèêëàä 1.19 Éìîâiðíiñòü âèãîòîâëåííÿ ñòàíäàðòíî¨ äåòàëi äîðiâíþ¹ 0,8. Çíàéòè

éìîâiðíiñòü òîãî, ùî iç 5 âèáðàíèõ äåòàëåé 3 áóäóòü ñòàíäàðòíèìè.

♢ Ðîçãëÿíåìî ïîäiþ À � {âèãîòîâëåíà äåòàëü ñòàíäàðòíà}. Çà óìîâîþ çàäà÷i: n = 5,

m = 3, P (A) = p = 0, 8, òîäi q = 1− 0, 8 = 0, 2.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi P5(3) ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ Áåðíóëëi (Òåîðåìîþ 1.9):

P5(3) = C3
5 · (0, 8)3 · (0, 2)5−3 =

5!

3!2!
· 0, 512 · 0, 04 = 0, 2048.

Îòæå, éìîâiðíiñòü òîãî, ùî iç 5 âèáðàíèõ äåòàëåé 3 áóäóòü ñòàíäàðòíèìè ðiâíà 0,2048. ♦
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Ïðèêëàä 1.20 Áiçíåñìåí, âèâ÷èâøè ïîïèò ðèíêó íà íîâi ñïîðòèâíi àâòîìîáiëi, âèði-

øèâ ïðîäàòè ïðîáíó ïàðòiþ ç 9 òàêèõ àâòîìàøèí. Éìîâiðíiñòü îòðèìàòè âèñîêèé

ïðèáóòîê çà ðàõóíîê êîæíî¨ ìàøèíè îöiíåíà â 0,8 i ââàæà¹òüñÿ óñïiõîì, ÿêùî â äåíü

¨õ áóäå ïðîäàíî íå ìåíøå ñåìè. ßêà éìîâiðíiñòü óñïiõó, ÿêùî ïðîäàæ àâòîìàøèí çäié-

ñíþ¹òüñÿ íåçàëåæíî?

♢ Ïðîäàæ êîæíî¨ àâòîìàøèíè ¹ âèïðîáóâàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîäiþ À � {çà ðàõóíîê ïðî-

äàæó àâòîìîáiëÿ áiçíåñìåíîì îòðèìàíî âèñîêèé ïðèáóòîê}, òîäi ð=Ð(À)=0,8; q=0,2.

Óñïiõîì äëÿ áiçíåñìåíà áóäå òîé âèïàäîê, êîëè ÷èñëî k ïðîäàíèõ çà äåíü àâòîìîáiëiâ

áóäå çàäîâîëüíÿòè íåðiâíiñòü 7 ⩽ k ⩽ 9. Òîäi

P (7 ⩽ k ⩽ 9) = P9(7) + P9(8) + P9(9),

äå äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ k éìîâiðíiñòü îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ Áåðíóëëi:

P9(7) = C7
9 · (0, 8)7 · (0, 2)2 = 0, 302,

P9(8) = C8
9 · (0, 8)8 · 0, 2 = 0, 302,

P9(9) = C9
9 · (0, 8)9 · (0, 2)0 = 0, 134

Òîäi

P (7 ⩽ k ⩽ 9) = 0, 302 + 0, 302 + 0, 314 = 0, 738,

Îòæå, éìîâiðíiñòü óñïiõó äëÿ áiçíåñìåíà ñêëàäà¹ 0,738. ♦

Ôîðìóëà Áåðíóëi âiäiãðà¹ çíà÷íó ðîëü ó òåîði¨ éìîâiðíîñòåé. Àëå ïðè êiëüêîñòi âè-

ïðîáóâàíü n > 10 îá÷èñëåííÿ çà öi¹þ ôîðìóëîþ óñêëàäíþþòüñÿ. Òîìó ïðè âåëèêié êiëüêî-

ñòi âèïðîáóâàíü êîðèñòóþòüñÿ iíøèìè ôîðìóëàìè: ëîêàëüíà ôîðìóëà Ëàïëàñà i Ïóàññîíà.

Öi ôîðìóëè íàáëèæåíi é òèì òî÷íiøå ïiäðàõîâóþòü éìîâiðíiñòü Pn(k), ÷èì áiëüøå n.

Òåîðåìà 1.10 (Ëîêàëüíà òåîðåìà Ëàïëàñà) Íåõàé éìîâiðíiñòü p ïîÿâè ïîäi¨ À â

êîæíîìó âèïðîáóâàííi ñòàëà i p ̸= 0, p ̸= 1, òîäi éìîâiðíiñòü Pn(k) òîãî, ùî ïîäiÿ À â

n íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàííÿõ ç'ÿâèòüñÿ k ðàç, íàáëèæåíî äîðiâíþ¹ (òèì òî÷íiøå, ÷èì

áiëüøå n i ÷èì áëèæ÷å çíà÷åííÿ p äî ÷èñëà 0,5 ):

Pn(k) ≈
1

√
npq

· ϕ(x), äå x =
k − np
√
npq

.

Ôóíêöiÿ ϕ(x) =
1

√
2π

· e−x2

2 � öå ôóíêöiÿ Ãàóññà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ íàâåäåíi ó Òàáëèöi 1. Ïðè

ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ ñëiä äîòðèìóâàòèñÿ íàñòóïíèõ ïðàâèë:

1) ôóíêöiÿ ϕ(x) ïàðíà, òîìó ϕ(−x) = ϕ(x);

2) äëÿ çíà÷åíü |x| ⩾ 4 ââàæàþòü, ùî ϕ(x) = 0.

Çàóâàæåííÿ 1.10 Ëîêàêàëüíîþ ôîðìóëîþ Ëàïëàñà äîöiëüíî êîðèñòóâàòèñÿ ïðè n > 100

òà npq > 20.
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Ïðèêëàä 1.21 Òêàëÿ îáñëóãîâó¹ 100 âåðñòàòiâ. Éìîâiðíiñòü îáðèâó íèòêè íà êîæíîìó

âåðñòàòi ïðîòÿãîì îäíi¹¨ õâèëèíè äîðiâíþ¹ 0,02. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîòÿ-

ãîì îäíi¹¨ õâèëèíè îáðèâ íèòêè áóäå íà 3 âåðñòàòàõ.

♢ Çà óìîâîþ çàäà÷i: n = 100, p = 0, 02, k = 3.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi P100(3) âèêîðèñòà¹ìî ëîêàëüíó òåîðåìó Ëàïëàñà (Òåîðåìîþ 1.10).

Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî

x =
k − np
√
npq

=
3− 100 · 0, 02√
100 · 0, 02 · 0, 98

= 0, 71.

Çà òàáëèöåþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ Ãàóññà ϕ(0, 71) = 0, 31. Òîäi

P100(3) ≈
0, 31

1, 4
= 0, 221.

Îòæå, P100(3) ≈ 0, 221. ♦

Òåîðåìà 1.11 (Iíòåãðàëüíà òåîðåìà Ëàïëàñà) Íåõàé éìîâiðíiñòü p ïîÿâè ïîäi¨

À â êîæíîìó âèïðîáóâàííi ñòàëà i p ̸= 0, p ̸= 1, òîäi éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ À â n

íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàííÿõ íå ìåíøå k1 i íå áiëüøå k2 ðàçiâ äîðiâíþ¹:

Pn(k1 ⩽ k ⩽ k2) ≈ Φ(x2)− Φ(x1), äå x1 =
k1 − np
√
npq

, x2 =
k2 − np
√
npq

.

Ôóíêöiÿ Φ(x) =
1

√
2π

·
∫ x

−∞ e−
t2

2
dt � öå ôóíêöiÿ Ëàïëàñà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ íàâåäåíi ó Òàáëèöi 2.

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ ñëiä äîòðèìóâàòèñÿ íàñòóïíèõ ïðàâèë:

1) ôóíêöiÿ Φ(x) íåïàðíà, òîìó Φ(−x) = −Φ(x);

2) äëÿ çíà÷åíü |x| > 5 ââàæàþòü, ùî Φ(x) = 0, 5.

Çàóâàæåííÿ 1.11 Iíòåãðàëüíà ôîðìóëà Ëàïëàñà ¹ òèì òî÷íiøîþ, ÷èì áiëüøå çíà÷åí-

íÿ n. ßêùî npq ⩾ 9, òî âîíà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÿê òî÷íà ôîðìóëà.

Ïðèêëàä 1.22 Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî òåëåâiçîð íå ïðîéøîâ ïåðåäïðîäàæíó ïåðåâiðêó

äîðiâíþ¹ p = 0, 2. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñåðåä 400 òåëåâiçîðiâ, ùî ¹ íà ñêëàäi,

ïåðåâiðêó íå ïðîéäóòü âiä 70 äî 100.

♢ Çà óìîâîþ çàäà÷i: n = 400, p = 0, 2, k1 = 70, k2 = 100.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi P400(70 ⩽ k ⩽ 100) âèêîðèñòà¹ìî iíòåãðàëüíó òåîðåìó Ëàïëà-

ñà (Òåîðåìîþ 1.11). Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî

x1 =
k1 − np
√
npq

=
70− 400 · 0, 2√
100 · 0, 2 · 0, 8

= −1, 25,

x2 =
k2 − np
√
npq

=
100− 400 · 0, 2√
100 · 0, 2 · 0, 8

= 2, 5.
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Çà òàáëèöåþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ Ëàïëàñà Φ(−1, 25) = −0, 3944, Φ(2, 5) = 0, 4938 . Òîäi

P400(70 ⩽ k ⩽ 100) ≈ 0, 4938 + 0, 3944 = 0, 8882.

Îòæå, P400(70 ⩽ k ⩽ 100) ≈ 0, 8882. ♦

Òåîðåìà 1.12 (òåðåìà Ïóàññîíà) ßêùî n → +∞, p → 0 òàê, ùî np → λ = const,

òî äëÿ áóäü-ÿêîãî k = 0, 1, 2, ...:

Pn(k) ≈
λk

k!
e−λ, äå λ = np.

Çàóâàæåííÿ 1.12 Ôîðìóëà Ïóàññîíà äà¹ äîñèòü òî÷íå íàáëèæåííÿ çà çíà÷åíü p áëèçü-

êèõ äî íóëÿ (p < 0, 1), òîáòî äëÿ ïîäié, ùî ðiäêî òðàïëÿþòüñÿ i äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ

n (npq ⩾ 9).

Ïðèêëàä 1.23 Ïðîâîäèòüñÿ ñîðòóâàííÿ äåòàëåé. Éìîâiðíiñòü ïîÿâè áðàêîâàíî¨ äåòàëi

äîðiâíþ¹ 0,004. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñåðåä 1000 äåòàëåé âèÿâèòüñÿ ðiâíî 5

áðàêîâàíèõ.

♢ Çà óìîâîþ çàäà÷i: n = 1000, p = 0, 004, k = 5.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi P1000(5) âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó Ïóàññîíà:

λ = 1000 · 0, 004 = 4,

P1000(5) ≈
45

5!
e−4 = 0, 1563.

Îòæå, P1000(5) ≈ 0, 1563. ♦

Òåîðåìà 1.13 Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðè ïðîâåäåííi n íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü âiäõè-

ëåííÿ âiäíîñíî¨ ÷àñòîòè ïîäi¨ À âiä ¨¨ éìîâiðíîñòi çà ìîäóëåì íå ïåðåâèùó¹ ϵ > 0,

âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

P
(∣∣∣m

n
− p
∣∣∣ < ϵ

)
= 2Φ

(
ϵ

√
n

pq

)
.

Ïðèêëàä 1.24 Ìåíåäæåð âñòàíîâèâ, ùî éìîâiðíiñòü áóòè íåðåàëiçîâàíîþ äëÿ êîæíî¨

îäèíèöi ïðîäóêöi¨, ùî øâèäêî ïñó¹òüñÿ, äîðiâíþ¹ 0,1. Ñêiëüêè ïîòðiáíî ðåàëiçóâàòè îäè-

íèöü ïðîäóêöi¨, ùîá ç éìîâiðíiñòþ 0,9544 ìîæíà áóëî ñòâåðäæóâàòè, ùî âiäíîñíà ÷à-

ñòîòà îäèíèöi íåðåàëiçîâàíî¨ ïðîäóêöi¨ âiäõèëèòüñÿ âiä ïîñòiéíî¨ éìîâiðíîñòi çà àáñî-

ëþòíîþ âåëè÷èíîþ íå áiëüøå, íiæ íà ϵ = 0, 03.

♢ Çà óìîâîþ çàäà÷i: p = 0, 1, ϵ = 0, 03, P
(∣∣m

n
− p
∣∣ < ϵ

)
= 0, 9544.

Òàê ÿê, 2Φ

(
0, 03

√
n

0,1·0,9

)
= 2Φ (0, 1

√
n) = 0, 9544, òî çà òàáëèöåþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ Ëàïëàñà

iç ðiâíîñòi Φ(x) = 0, 4772 âèçíà÷à¹ìî x = 2. Òîäi 0, 1
√
n = 2, n = 400.
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Îòæå, çà óìîâîþ çàäà÷i äëÿ çàäàíîãî âiäõèëåííÿ âiäíîñíî¨ ÷àñòîòè âiä òåîðåòè÷íî¨

éìîâiðíîñòi p, íåîáõiäíî ðåàëiçóâàòè íå ìåíøå, íiæ 400 îäèíèöü ïðîäóêöi¨, ùî øâèäêî

ïñó¹òüñÿ.

Äàíîìó ðåçóëüòàòó ìîæíà äàòè éìîâiðíiñíå òëóìà÷åííÿ: ÿêùî áóäå ðåàëiçîâàíî äî-

ñòàòíüî âåëèêó êiëüêiñòü ïàðòié ïðîäóêöi¨ â êiëüêîñòÿõ, íå ìåíøèõ çà 400 îäèíèöü, òî â

95,44% öèõ ïàðòié âiäíîñíà ÷àñòîòà ïîÿâè îäèíèöi íåðåàëiçîâàíî¨ áóäå âiäõèëÿòèñÿ âiä

òåîðåòè÷íî¨ éìîâiðíîñòi p = 0, 1 çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ íå áiëüøå, íiæ íà 0,03 â ìåæàõ

âiä 0, 1− 0, 03 = 0, 07 äî 0, 1+0, 03 = 0, 13. Iíøèìè ñëîâàìè, ÷èñëî îäèíèöü íåðåàëiçîâàíî¨

ïðîäóêöi¨ â 95,44% ïàðòié áóäå çíàõîäèòèñÿ ìiæ 28 (7% âiä 400) i 52 (13% âiä 400). ßêùî

âçÿòè ëèøå îäíó ïàðòiþ iç 400 îäèíèöü ïðîäóêöi¨, òî ç âåëèêîþ äîëåþ âïåâíåíîñòi ìîæíà

î÷iêóâàòè, ùî â íié ÷èñëî îäèíèöü íåðåàëiçîâàíî¨ ïðîäóêöi¨ áóäå íå ìåíøå çà 28 i íå áiëüøå

çà 52. ♦

Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè

1. ßêà ïîñëiäîâíiñòü âèïðîáóâàíü óòâîðþ¹ ñõåìó Áåðíóëëi?

2. ßê çàïèñó¹òüñÿ ôîðìóëà Áåðíóëëi i ÿêó éìîâiðíiñòü âîíà äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè?

3. Çà ÿêèìè ôîðìóëàìè çíàõîäÿòü éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ À ìåíøå àáî áiëüøå, íå

ìåíøå àáî íå áiëüøå ðàçiâ ó n âèïðîáóâàííÿõ ñõåìè Áåðíóëëi?

4. ßê ìîæíà çíàéòè íàéáiëüøéìîâiðíå çíà÷åííÿ ÷èñëà ïîÿâ ïîäi¨ À ó ñõåìi Áåðíóëëi?

5. Êîëè äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ëîêàëüíó ôîðìóëó Ëàïëàñà? Çàïèøiòü âiäïîâiäíó

ôîðìóëó.

6. ßêi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ãàóññà âàì âiäîìi. ßê çíàéòè ¨¨ çíà÷åííÿ?

7. ßêó éìîâiðíiñòü îá÷èñëþþòü çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Ëàïëàñà? Çàïèøiòü

âiäïîâiäíó ôîðìóëó. Çà ÿêî¨ óìîâè âîíà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÿê òî÷íà?

8. ßêi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ëàïëàñà âàì âiäîìi. ßê çíàéòè ¨¨ çíà÷åííÿ?

9. Ùî äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè ôîðìóëà Ïóàññîíà? Çàïèøiòü âiäïîâiäíó ôîðìóëó. Â ÿêîìó

âèïàäêó âîíà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ?

10. ßê îöiíèòè âiäõèëåííÿ âiäíîñíî¨ ÷àñòîòè ïîäi¨ âiä ¨¨ éìîâiðíîñòi?

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ

1. Ñëóæáà ïîäàòêiâ âèçíà÷èëà, ùî 40% âñiõ îñîáèñòèõ äåêëàðàöié ïðî ïðèáóòîê ìi-

ñòÿòü ïðèíàéìíi îäíó ïîìèëêó. ßêùî âèïàäêîâî âiäiáðàòè 10 äåêëàðàöié, òî ÿêà

éìîâiðíiñòü òîãî, ùî 6 iç íèõ áóäóòü ìiñòèòè ïðèíàéìíi îäíó ïîìèëêó?

31



2. Ó âóçi 80% ñòóäåíòiâ îòðèìóþòü äåÿêèé âèä ñòèïåíäi¨. ßêùî äëÿ ïåðåâiðêè âiäiáðàòè

10 ñòóäåíòiâ, òî ÿêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî áiëüøå íiæ 8 ñòóäåíòiâ ìàþòü ñòèïåíäiþ?

3. Ïiäïðè¹ìñòâî ìà¹ 5 ïîñòà÷àëüíèêiâ. Éìîâiðíiñòü âèêîíàííÿ äîãîâîðó äëÿ êîæíî-

ãî ç íèõ äîðiâíþ¹ 0,7. Âèçíà÷èòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ìåíøå 40% ïîñòà÷àëüíèêiâ

âèêîíàþòü äîãîâið.

4. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñòóäåíò ñêëàäå iñïèò ç ìàòåìàòèêè äîðiâíþ¹ 0,7. Íåõàé ¹ ãðó-

ïà iç 8 ñòóäåíòiâ. Çíàéòè íàéiìîâiðíiøó êiëüêiñòü ñòóäåíòiâ, ÿêi ñêëàäóòü iñïèò ç

ìàòåìàòèêè. Îá÷èñëèòè âiäïîâiäíó éìîâiðíiñòü.

5. Ñêiëüêè ðàçiâ òðåáà ïiäêèíóòè ãðàëüíèé êóáèê, ùîá íàéiìîâiðíiøå ÷èñëî âèïàäàíü

òðiéêè äîðiâíþâàëî 10?

6. Âiäîìî, ùî 60% ïàñàæèðiâ âiä çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi ïàñàæèðiâ ïîòÿãó äàíîãî íàïðÿìêó

ñêëàäà¹ ïiëüãîâà êàòåãîðiÿ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî:à) ç 10 ïàñàæèðiâ âèÿâèòüñÿ 6

ïàñàæèðiâ ïiëüãîâî¨ êàòåãîði¨; á) iç 200 ïàñàæèðiâ âèÿâèòüñÿ 120 ïàñàæèðiâ ïiëüãîâî¨

êàòåãîði¨?

7. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïîêóïåöü, ÿêèé çàâiòàâ äî ìàãàçèíó âçóòòÿ, çäiéñíèòü ïîêóïêó,

äîðiâíþ¹ â ñåðåäíüîìó 0,1. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî iç 900 ïîêóïöiâ, ùî çàâiòàëè äî

ìàãàçèíó, çäiéñíiòü ïîêóïêó: à) 90 ïîêóïöiâ; á) âiä 100 äî 180 ïîêóïöiâ?

8. Éìîâiðíiñòü ñâî¹÷àñíî¨ ðåàëiçàöi¨ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ äîðiâíþ¹ 0,8. Âèçíà÷èòè éìîâið-

íiñòü ñâî¹÷àñíî¨ ðåàëiçàöi¨ íå ìåíøå íiæ 312 îäèíèöü ïðîäóêöi¨ iç 400, ùî ïîñòóïèëè

íà ðåàëiçàöiþ.

9. Íà ëiíi¨ ïðàöþþòü 300 ðîáiòíèêiâ. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîòÿãîì äîáè ïðàöiâíèê

çàõâîði¹, äîðiâíþ¹ â ñåðåäíüîìó 0,02. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîòÿãîì äîáè íà

ëiíi¨ çàõâîði¹: à) 5 îñiá; á) íå áiëüøå ÿê 3 îñîáè?

10. Éìîâiðíiñòü âèïóñêó ñâåðäëà ïiäâèùåíî¨ êðèõêîñòi (áðàê) äîðiâíþ¹ 0,02. Ñâåðäëà

ñêëàäàþòü ó êîðîáêè ïî 100 øòóê. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî â êîðîáöi âèÿâèòüñÿ

íå áiëüøå, íiæ 3 áðàêîâàíi ñâåðäëà.

11. Ïðèñòðié ñêëàäà¹òüñÿ iç 1000 åëåìåíòiâ, ÿêi ïðàöþþòü íåçàëåæíî îäèí âiä îäíî-

ãî. Éìîâiðíiñòü âèõîäó ç ëàäó äîâiëüíîãî åëåìåíòà çà ÷àñ Ò äîðiâíþ¹ 0,02. Çíàéòè

éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çà ÷àñ Ò âèéäóòü ç ëàäó: à) ðiâíî 3 åëåìåíòè; á) âiä 7 äî 15

åëåìåíòiâ.

12. Ïiäðó÷íèê íàäðóêîâàíî òèðàæåì 10 000 ïðèìiðíèêiâ. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïiäðó-

÷íèê çáðîøóðîâàíî íåïðàâèëüíî, äîðiâíþ¹ 0,0001. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî â òèðàæi

5 áðàêîâàíèõ êíèã?
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13. Çàâîä âiäïðàâëÿ¹ íà áàçó 1500 âèðîáiâ. Éìîâiðíiñòü ïîøêîäæåííÿ âèðîáó â äîðîçi

äîðiâíþ¹ 0,002. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî â äîðîçi áóäå ïîøêîäæåíî âèðîáiâ: à) ðiâíî

4; á) ìåíøå 4; â) áiëüøå 4?

14. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äåòàëü íåñòàíäàðòíà, äîðiâíþ¹ 0,2. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî,

ùî ñåðåä âèïàäêîâî âiäiáðàíèõ 300 äåòàëåé âiäíîñíà ÷àñòîòà íàòðàïëÿííÿ íà íåñòàí-

äàðòíi äåòàëi âiäõèëÿ¹òüñÿ âiä éìîâiðíîñòi 0,2 çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ íå áiëüøå,

íiæ íà 0,01.

15. Éìîâiðíiñòü ïîÿâè âèïàäêîâî¨ ïîäi¨ â êîæíîìó ç 800 ïðîâåäåíèõ íåçàëåæíèõ âè-

ïðîáóâàíü ¹ âåëè÷èíà ñòàëà i äîðiâíþ¹ 0,7. ßêèì ìà¹ áóòè çíà÷åííÿ ϵ > 0, ùîá

P

(∣∣∣∣∣mn − p

∣∣∣∣∣ < ϵ

)
= 0, 99?
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Ðîçäië 2

Âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Îñíîâíi çàêîíè

ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

2.1 Ïîíÿòòÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Çàêîí ðîçïîäiëó äèñêðåòíî¨ âè-

ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

Ó òåîði¨ éìîâiðíîñòi ïîðÿä ç ïîíÿòòÿìè âèïàäêîâà ïîäiÿ, éìîâiðíiñòü, ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïî-

íÿòòÿ âèïàäêîâà âåëè÷èíè.

Îçíà÷åííÿ 2.1 Âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ íàçèâà¹òüñÿ òàêà âåëè÷èíà, ÿêà â íàñëiäîê

âèïðîáóâàííÿ ìîæå ïðèéìàòè ëèøå îäíå ÷èñëîâå çíà÷åííÿ, çàçäàëåãiòü íåâiäîìå i îá-

óìîâëåíå âèïàäêîâèìè ïðè÷èíàìè.

Íàïðèêëàä 2.1 Âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ¹: êiëüêiñòü ñòóäåíòiâ, ÿêi ïðèñóòíi íà çà-

íÿòòi; êiëüêiñòü ïàñàæèðiâ, ÿêi çâåðíóëèñÿ äî êàñè, ùîá ïðèäáàòè êâèòêè; êiëüêiñòü

î÷îê, ùî âèïàäà¹ ïðè ïiäêèäàííi êóáèêà; âåëè÷èíà ïðèáóòêó, ÿêèé î÷iêó¹ ïiäïðè¹ìåöü.

Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ïîçíà÷àþòüñÿ âåëèêèìè ëiòåðàìè: X, Y, Z, ..., à ¨õ çíà÷åííÿ � âiäïî-

âiäíèìè ìàëèìè ëiòåðàìè ç iíäåêñàìè

X : x1, x2, ..., xn; Z : z1, z2, ..., zn.

Âèïàäêîâi âåëè÷èíè áóâàþòü äèñêðåòíèìè òà íåïåðåðâíèìè.

Îçíà÷åííÿ 2.2 Äèñêðåòíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ (ÄÂÂ) íàçèâàþòü òàêó âå-

ëè÷èíó, ÿêà ìîæå ïðèéìàòè êîíêðåòíi içîëüîâàíi ÷èñëîâi çíà÷åííÿ, ÿêi ìîæíà ïðîíó-

ìåðóâàòè, iç âiäïîâiäíèìè éìîâiðíîñòÿìè.

Ìíîæèíà çíà÷åíü äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè àáî ñêií÷åííà, àáî íåñêií÷åííà, àëå

çëi÷åííà (¨¨ åëåìåíòè ìîæíà ïðîíóìåðóâàòè íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè).
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Íàïðèêëàä 2.2 Êiëüêiñòü âëó÷åíü â ìiøåíü ïðè òðüîõ ïîñòðiëàõ áóäå Õ: 0, 1, 2, 3.

Îòæå, âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ïðèéìà¹ ÷îòèðè içîëüîâàíi ÷èñëîâi çíà÷åííÿ ç ðiçèìè éìî-

âiðíîñòÿìè. Òîìó Õ � öå äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà.

Êiëüêiñòü âèêëèêiâ òàêñi Y íà äèñïåò÷åðñüêîìó ïóíêòi òàêîæ áóäå äèñêðåòíîþ âè-

ïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, àëå ïðè t → ∞ çíà÷åííÿ Y áóäóòü òàêîæ çðîñòàòè, òîáòî ¨õ

êiëüêiñòü ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åíîñòi Y : 0, 1, 2, ..., n, ....

Îçíà÷åííÿ 2.3 Íåïåðåðâíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ (ÍÂÂ) íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷è-

íà, ÿêà ìîæå ïðèéìàòè áóäü-ÿêå ÷èñëîâå çíà÷åííÿ ç äåÿêîãî ñêií÷åííîãî àáî íåñêií÷åí-

íîãî iíòåðâàëó (a; b).

Íà âiäìiíó âiä ÄÂÂ, çíà÷åííÿ ÍÂÂ ïåðåëi÷èòè íåìîæëèâî.

Íàïðèêëàä 2.3 Íåïåðåðâíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ¹: ÷àñ áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè ïðèëà-

äó; âåëè÷èíà ïîõèáêè ïðè âèìiðþâàííi; ðîçìiðè äåòàëi, ÿêó âèãîòîâëÿ¹ ñòàíîê.

Îçíà÷åííÿ 2.4 Çàêîíîì ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè íàçèâàþòü ñïiââiäíîøåí-

íÿ, ÿêå âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ ìîæëèâèìè çíà÷åííÿìè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà âiäïî-

âiäíèìè ¨ì éìîâiðíîñòÿìè.

Çàêîí ðîçïîäiëó äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ ìîæå áóòè çàäàíèé:

- òàáëè÷íî (ðÿä ðîçïîäiëó);

- ãðàôi÷íî (ìíîãîêóòíèê ðîçïîäiëó);

- àíàëiòè÷íî (ôîðìóëîþ).

Ïðè òàáëè÷íîìó çàäàííi çàêîíó ðîçïîäiëó ÄÂÂ áóäó¹ìî òàáëèöþ, äå ó ïåðøîìó ðÿäêó

ïåðåëi÷åíi ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ âñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè x1, x2; ..., ; xn,

â äðóãîìó � âiäïîâiäíi ¨ì éìîâiðíîñòi p1, p2; ..., ; pn:

X x1 x2 ... xn

P p1 p2 ... pn

Çàóâàæåííÿ 2.1 p1 + p2 + ...+ pn = 1

Çàêîí ðîçïîäiëó ÄÂÂ ó âèãëÿäi òàáëèöi íàçèâàþòü ðÿäîì ðîçïîäiëó.

Ïðè ãðàôi÷íîìó çàäàííi ÄÂÂ íà ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò áóäóþòü òî÷êè ç

êîîðäèíàòàìè (xi; pi) òà ïîñëiäîâíî (ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ íîìåðiâ) ç'¹äíóþòü âiäðiçêàìè.

Îòðèìàíó ëàìàíó íàçèâàþòü ìíîãîêóòíèêîì ðîçïîäiëó àáî ïîëiãîíîì:
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Ðèñ. 2.1: ìíîãîêóòíèê ðîçïîäiëó

Ïðè àíàëiòè÷íîìó çàäàííi ÄÂÂ âiäïîâiäíiñòü ìiæ çíà÷åííÿìè xi òà ¨õ éìîâiðíîñòÿìè

pi çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

pi = P (X = xi) = ϕ(xi), äå ϕ(xi) � äåÿêà ôóíêöiÿ.

Çàóâàæåííÿ 2.2 Çàçâè÷àé àíàëiòè÷íî çàäàþòüñÿ ñïåöiàëüíi (ñòàíäàðòíi) ðîçïîäiëè,

ùî áóäóòü ðîçãëÿäàòèñÿ äàëi.

Ïðèêëàä 2.1 Ó ãðîøîâié ëîòåðå¨ ðîçiãðó¹òüñÿ îäèí âèãðàø â 100 ãðí, äåñÿòü âèãðà-

øiâ ïî 50 ãðí i 30 âèãðàøiâ ïî 10 ãðí ïðè çàãàëüíîìó ÷èñëi áiëåòiâ 100. Çíàéòè çàêîí

ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ � âàðòîñòi ìîæëèâîãî âèãðàøó äëÿ âëàñíèêà îäíîãî

ëîòåðåéíîãî áiëåòó ó âèãëÿäi òàáëèöi òà ìíîãîêóòíèêà ðîçïîäiëó.

♢ Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ¹ äèñêðåòíîþ i ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ: 0, 10, 50, 100. Îá÷è-

ñëþ¹ìî âiäïîâiäíi éìîâiðíîñòi:

P (X = 0) =
59

100
= 0, 59; P (X = 10) =

30

100
= 0, 3;

P (X = 50) =
10

100
= 0, 1; P (X = 100) =

1

100
= 0, 01.

Òîäi

X 0 10 50 100
P 0, 59 0, 3 0,1 0,01
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Ðèñ. 2.2: ìíîãîêóòíèê ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ � âàðòîñòi âèãðàøó

♦

Ïðèêëàä 2.2 Ó ÿùèêó çíàõîäÿòüñÿ 4 áiëi i 6 ÷îðíèõ êóëü îäíàêîâîãî ðîçìiðó. Íàâìàííÿ

áåðóòü äâi êóëi. Ïîáóäóâàòè çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ � ÷èñëà áiëèõ êóëü

ñåðåä âiäiáðàíèõ.

♢ Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ: 0, 1, 2. Äëÿ îá÷èñëåííÿ âiäïîâiäíèõ

éìîâiðíîñòåé ñêîðèñòà¹ìîñÿ êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâiðíîñòi:

P (x1 = 0) =
C0

4 · C2
6

C2
10

=
6 · 5
2

· 2

10 · 9
=

1

3
,

P (x2 = 1) =
C1

4 · C1
6

C2
10

= 4 · 6 · 2

10 · 9
=

8

15
,

P (x3 = 2) =
C2

4 · C0
6

C2
10

=
4 · 3
2

· 2

10 · 9
=

2

15
.

Òîäi

X 0 1 2

P
1

3

8

15

2

15

Ïåðåâiðêà:
1

3
+

8

15
+

2

15
= 1. ♦

Ïðèêëàä 2.3 Éìîâiðíiñòü âëó÷åííÿ â ìiøåíü 1-èì ñòðiëüöåì ïðè îäíîìó ïîñòðiëó äî-

ðiâíþ¹ 0,6, äðóãèì � 0,8. Ñòðiëüöi çðîáèëè ïî îäíîìó ïîñòðiëó. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ �

êiëüêiñòü âëó÷åíü â ìiøåíü. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó âåëè÷èíè Õ.

♢ Çãiäíî óìîâè çàäà÷i ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: p1 = 0, 6, p2 = 0, 8. Òîäi q1 = 0, 4, q2 = 0, 2.
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Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ: 0, 1, 2. Îá÷èñëþ¹ìî âiäïîâiäíi éìî-

âiðíîñòi:

P (x1 = 0) = q1 · q2 = 0, 4 · 0, 2 = 0, 08,

P (x1 = 1) = p1 · q2 + q1 · p2 = 0, 6 · 0, 2 + 0, 4 · 0, 8 = 0, 12 + 0, 32 = 0, 44,

P (x1 = 2) = p1 · p2 = 0, 6 · 0, 8 = 0, 48.

Çàïèñó¹ìî çàêîí ðîçïîäiëó:

X 0 1 2
P 0,08 0,44 0,48

Ïåðåâiðêà: 0, 08 + 0, 44 + 0, 48 = 1. ♦

Ïðèêëàä 2.4 Ñòàòèñòèêà áåçðîáiòòÿ ñâiä÷èòü, ùî 20% ïðàöåçäàòíèõ ëþäåé ¹ áåç-

ðîáiòíèìè. Íàâìàííÿ âèáðàíî òðüîõ îñiá. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � ÷èñëî îñiá, ÿêi íå

ìàþòü ðîáîòè ñåðåä âiäiáðàíèõ. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó äàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

♢ Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ: 0, 1, 2, 3. Îñêiëüêè éìîâiðíiñòü âè-

áîðó áåçðîáiòíî¨ îñîáè ¹ îäèíàêîâîþ, òîáòî âèêîíóþòüñÿ óìîâè ñõåìè Áåðíóëëi, òî äëÿ

îá÷èñëåííÿ âiäïîâiäíèõ éìîâiðíîñòåé âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ

Áåðíóëëi:

P (x1 = 0) = C0
3 · 0, 20 · 0, 83 = 0, 512,

P (x1 = 1) = C1
3 · 0, 21 · 0, 82 = 0, 384,

P (x1 = 2) = C2
3 · 0, 22 · 0, 81 = 0, 096,

P (x1 = 3) = C3
3 · 0, 23 · 0, 80 = 0, 008.

Çàïèñó¹ìî çàêîí ðîçïîäiëó:

X 0 1 2 3
P 0,512 0,384 0,096 0,008

Ïåðåâiðêà: 0, 512 + 0, 384 + 0, 096 + 0, 008 = 1. ♦

Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè

1. ßêà âåëè÷èíà íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâîþ? Íàâåäiòü ïðèêëàäè.

2. ßêi âèðàäêîâi âåëè÷èíè íàçèâàþòüñÿ äèñêðåòíèìè? Íàâåäiòü ïðèêëàäè.

3. ßêi âèðàäêîâi âåëè÷èíè íàçèâàþòüñÿ íåïåðåðâíèìè? Íàâåäiòü ïðèêëàäè.

4. Ñôîðìóëþéòå îçíà÷åííÿ çàêîíó ðîçïîäiëó ÄÂÂ.

5. ßêi ôîðìè çàäàííÿ çàêîíó ðîçïîäiëó ÄÂÂ çíà¹òå? Îõàðàêòåðèçóéòå êîæåí iç íèõ.
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ

1. Ó êîðîáöi çíàõîäèòüñÿ 7 îäíàêîâèõ çà ðîçìiðîì êóëü, ç ÿêèõ 5 � ÷åðâîíîãî êîëüîðó.

Íàâìàííÿ âiäiáðàíî òðè êóëi. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � ÷èñëî êóëü ÷åðâîíîãî êîëüîðó

ñåðåä âiäiáðàíèõ. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó äàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

2. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî â àáîíåìåíòi áiáëiîòåêè ïîòðiáíà ñòóäåíòó êíèãà âiëüíà, äîðiâ-

íþ¹ 0,3. Ó ìiñòi ¹ ÷îòèðè áiáëiîòåêè. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � ÷èñëî áiáëiîòåê, ÿêi

âiäâiäà¹ ñòóäåíò. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè i ïîáóäóâàòè ìíîãî-

êóòíèê äàíîãî ðîçïîäiëó.

3. Äâà áàñêåòáîëiñòè âèêîíóþòü ïî ÷åðçi ïî îäíîìó øòðàôíîìó êèäêó. Éìîâiðíiñòü

âëó÷åííÿ ïåðøîãî äîðiâíþ¹ 0,4, äðóãîãî � 0,3. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � ÷èñëî çà-

êèíóòèõ ì'ÿ÷iâ. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó äàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè i ïîáóäóâàòè

ìíîãîêóòíèê ðîçïîäiëó.

4. Ðîáiòíèê îáñëóãîâó¹ òðè âåðñòàòè. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîòÿãîì ãîäèíè óâàãè íå

âèìàãà¹ ïåðøèé âåðñòàò äîðiâíþ¹ 0,4, äðóãèé � 0,5 i òðåòié � 0,7. Âèïàäêîâà âåëè-

÷èíè Õ � ÷èñëî âåðñòàòiâ, ÿêi âèìàãàþòü óâàãè ðîáiòíèêà ïðîòÿãîì ãîäèíè. Çíàéòè

çàêîí ðîçïîäiëó äàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

5. Åêçàìåíàöiéíèé áiëåò ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ïèòàíü. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñòóäåíò çíà¹

âiäïîâiäü íà ïåðøå ïèòàííÿ äîðiâíþ¹ 0,9, íà äðóãå � 0,8, íà òðåò¹ � 0,7. Âèïàäêîâà

âåëè÷èíà Õ � êiëüêiñòü ïèòàíü ó åêçàìåíàöiéíîìó áiëåòi, íà ÿêi âiäïîâiñòü ñòóäåíò.

Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó äàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà ïîáóäóâàòè ìíîãîêóòíèê ðîç-

ïîäiëó.

6. Ïðèëàä ñêëàäà¹òüñÿ iç òðüîõ íåçàëåæíî ïðàöþþ÷èõ åëåìåíòiâ. Éìîâiðíiñòü âiäìîâè

êîæíîãî åëåìåíòà ïðè îäíîìó äîñëiäi äîðiâíþ¹ 0,1. Ñêëàñòè çàêîí ðîçïîäiëó ÷èñëà

åëåìåíòiâ, ÿêi âiäìîâèëè ïðè îäíîìó äîñëiäi.

7. Éìîâiðíiñòü çäà÷i åêçàìåíó íà ¾âiäìiííî¿ äëÿ êîæíîãî ç 6 ñòóäåíòiâ äîðiâíþ¹ 0,4.

Ñêëàñòè çàêîí ðîçïîäiëó ÷èñëà ñòóäåíòiâ, ÿêi îòðèìàëè ¾âiäìiííî¿ íà åêçàìåíi.

8. Äëÿ âèêîíàííÿ âïðàâè ñïîðòñìåíó íàäàþòü ìîæëèâiñòü çðîáèòè äî 5 ñïðîá. Éìîâið-

íiñòü âèêîíàòè âïðàâó ó êîæíié ñïðîái ââàæà¹òüñÿ ñòàëîþ i äîðiâíþ¹ 0,4. Âèïàäêîâà

âåëè÷èíà Õ � êiëüêiñòü ñïðîá, âèêîðèñòàíèõ ñïîðòñìåíîì äëÿ âèêîíàííÿ âïðàâè.

9. Ìèñëèâåöü, ÿêèé ìà¹ òðè ïàòðîíè, ñòðiëÿ¹ â öiëü äî ïåðøîãî ïîïàäàííÿ (àáî ïîêè

íå çàêií÷àòüñÿ ïàòðîíè). Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � êiëüêiñòü âèêîðèñòàíèõ ïàòðîíiâ.

Çíàéòè éìîâiðíiñíèé ðîçïîäië äàíî¨ âåëè÷èíè ïðè óìîâi, ùî éìîâiðíiñòü âëó÷åííÿ

ïðè êîæíîìó ïîñòðiëi äîðiâíþ¹ 0,8. Ïîáóäóâàòè ìíîãîêóòíèê ðîçïîäiëó.

10. Ç 10 ïðèñòðî¨â 2 ìàþòü ïðèõîâàíi äåôåêòè. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âå-

ëè÷èíè Õ � ÷èñëà ñïðàâíèõ ïðèñòðî¨â ñåðåä òðüîõ íàâìàííÿ âèáðàíèõ.
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2.2 ×èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

Çàêîíè ðîçïîäiëó ÄÂÂ ïîâíiñòþ õàðàêòåðèçóþòü âèïàäêîâi âåëè÷èíè i äîçâîëÿþòü ðîçâ'ÿçóâàòè

ïîâ'ÿçàíi ç íèìè çàäà÷i.

Àëå ïðàêòè÷íî íå çàâæäè âäÿ¹òüñÿ îäåðæàòè çàêîí ðîçïîäiëó àáî çàêîí ¹ äîñèòü

ñêëàäíèì äëÿ ïðàêòè÷íî¨ ðåàëiçàöi¨. Òîìó ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ïîòðåáà õàðàêòåðèçóâàòè ÄÂÂ çà

äîïîìîãîþ ÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê, ÿêi ó äîñòàòíié ìiði îïèñóþòü îñîáëèâîñòi âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí.

Íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàñòóïíi ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè :ìàòåìàòè÷íå ñïî-

äiâàííÿ, äèñïåðñiÿ òà ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.5 Ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì M(X) äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-

íè Õ íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî, ÿêå äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ óñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü Õ íà âiäïî-

âiäíi ¨ì éìîâiðíîñòi:

M(X) = x1p1 + x2p2 + ...+ xnpn =
n∑

k=1

xkpk.

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ÄÂÂ Õ õàðàêòåðèçó¹ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè iç

âðàõóâàííÿì éìîâiðíîñòåé éîãî ìîæëèâèõ çíà÷åíü.

Âëàñòèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ

1. M(C) = C;

2. M(CX) = C ·M(X);

3. M(X + Y ) = M(X) +M(Y );

4. M(X · Y ) = M(X) ·M(Y ).

Ïðèêëàä 2.5 Íà îñíîâi ñòàòèñòè÷íèõ äîñëiäæåíü âñòàíîâëåíî, ùî éìîâiðíiñòü ïî-

âåðíåííÿ áàíêiâñüêîãî êðåäèòó çàëåæèòü âiä éîãî âåëè÷èíè:

X (óì îä.) 3 5 2
P 0, 5 0,2 0,3

Îá÷èñëèòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïîâåðíóòèõ êðåäèòiâ.

♢ Çàïðîïîíîâàíà òàáëèöÿ ¹ çàêîíîì ðîçïîäiëó äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ � ñóìè

ïîâåðíóòèõ êðåäèòiâ (óì.îä). Òîäi ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïîâåðíóòèõ êðåäèòiâ � öå ìàòåìàòè-

÷íå ñïîäiâàííÿ Ì(Õ):

M(X) = 3 · 0, 5 + 5 · 0, 2 + 2 · 0, 3 = 3, 1(óì.îä)
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Îòæå, ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïîâåðíóòèõ êðåäèòiâ ñêëàäà¹ 3,1 óì.îä. ♦

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ õàðàêòåðèçó¹ öåíò ðîçïîäiëó äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè-

÷èíè. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ðîçñiþâàííÿ ìîæëèâèõ çíà÷åíü Õ âiäíîñíî öåíòðó ðîçïîäiëó

ââåäåíî íîâó ÷èñëîâó õàðàêòåðèñòèêó.

Îçíà÷åííÿ 2.6 Äèñïåðñi¹þ D(X) äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ íàçèâà¹òüñÿ ÷è-

ñëî, ÿêå äîðiâíþ¹ ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííþ êâàäðàòà âiäõèëåííÿ ÄÂÂ Õ âiä ¨¨ ìàòå-

ìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ:

D(X) = M
(
(X −M(X))2

)
.

Âëàñòèâîñòi äèñïåðñi¨

1. D(C) = 0;

2. D(CX) = C2 ·D(X);

3. D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

Äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñi¨ ÄÂÂ Õ çðó÷íiøå êîðèñòóâàòèñÿ ôîðìóëîþ:

D(X) = M(X2)− (M(X))2, äå M(X2) = x2
1p1 + x2

2p2 + ...+ x2
npn.

Ïðèêëàä 2.6 Çíàéòè äèñïåðñiþ äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ÿêà çàäàíà çàêîíîì

ðîçïîäiëó:

X 2 4 5
P 0, 5 0,3 0,2

♢ Äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñi¨ ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ: D(X) = M(X2)− (M(X))2.

Îá÷èñëèìî M(X), M(X2):

M(X) = 2 · 0, 5 + 4 · 0, 3 + 5 · 0, 2 = 3, 2;

M(X2) = 22 · 0, 5 + 42 · 0, 3 + 52 · 0, 2 = 4 · 0, 5 + 16 · 0, 3 + 25 · 0, 2 = 11, 8.

Òîäi

D(X) = 11, 8− (3, 2)2 = 1, 56.

Îòæå, äèñïåðñiÿ ðiâíà 1,56. ♦

Ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìà¹ ðîçìiðíiñòü, íàïðèêëàä, ìåòð, ìi-

ëiìåòð, ãðàì, ãðèâíÿ, òîìó ¨¨ äèñïåðñiÿ áóäå âèìiðþâàòèñÿ â êâàäðàòíèõ îäèíèöÿõ öi¹¨

ðîçìiðíîñòi.

Ó ïðàêòè÷íié äiÿëüíîñòi äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè âåëè÷èíó ðîçñiþâàííÿ âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè â ðîçìiðíîñòi öi¹¨ âåëè÷èíè.
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Îçíà÷åííÿ 2.7 Ñåðåäíiì êâàäðàòè÷íèì âiäõèëåííÿì σ(X) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ

íàçèâà¹òüñÿ êîðiíü êâàäðàòíèé iç äèñïåðñi¨

σ(X) =
√

D(X).

Ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ ìà¹ òàêó æ ðîçìiðíiñòü, ùî i âèïàäêîâà âåëè÷èíà.

Ïðèêëàä 2.7 Çàðîáiòíà ïëàòà çà äåíü çà äàíèìè òðüîõ ïiäðîçäiëiâ ôiðìè çàäàíà òà-

áëèöåþ:

Çàðîáiòíà ïëàòà (ãð.îä.) 10 20 25
Êiëüêiñòü ïðàöiâíèêiâ 30 50 20

Çíàéòè ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ çàðîáiòíî¨ ïëàòè íà ôiðìi.

♢ Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � ðîçìið çàðîáiòíî¨ ïëàòè i çàïèøåìî ¨¨ çàêîí ðîçïîäiëó:

Ïðîâåäåìî íåîáõiäíi îá÷èñëåííÿ:

Õ(ãð.îä.) 10 20 25
Ð 0,3 0,5 0,2

M(X) = 10 · 0, 3 + 20 · 0, 5 + 25 · 0, 2 = 18;

M(X2) = 100 · 0, 5 + 400 · 0, 3 + 625 · 0, 2 = 355;

D(X) = 355− 182 = 31.

Òîäi

σ(X) =
√

D(X) =
√
31 = 5, 57.

Îòæå, ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ çàðîáiòíî¨ ïëàòè íà ôiðìi âiä ñåðåäíüî¨, ÿêà ñòà-

íîâèòü 18 ãð.îä., áóäå äîðiâíþâàòè 5,57 ãð.îä. ♦

Â åêîíîìi÷íèõ çàäà÷àõ äèñïåðñiþ ÷àñòî áåðóòü ÿê ìiðó ðèçèêó, îñêiëüêè âîíà õàðà-

êòåðèçó¹ ìiíëèâiñòü, ðîçñiþâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ïðèáóòêó, çóìîâëåíî¨, íàïðèêëàä,

âèïàäêîâèìè êîëèâàííÿìè öií íà åíåðãîíîñi¨.

Ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåíííÿ çàñòîñîâóþòü äëÿ õàðàêòåðèñòèêè âiäõèëåíü òà

éìîâiðíî¨ ïîâåäiíêè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

Ïðèêëàä 2.8 Åêçàìåíàöiéíèé áiëåò ìà¹ ÷îòèðè ïèòàííÿ. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñòó-

äåíò âiäïîâiñòü íà ïåðøå ïèòàííÿ, äîðiâíþ¹ 0,65; íà äðóãå � 0,4; íà òðåò¹ � 0,5, íà

÷åòâåðòå � 0,6. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � ÷èñëî ïèòàíü ó åêçàìåíàöiéíîìó áiëåòi, íà

ÿêi âiäïîâiñòü ñòóäåíò. Ñêëàñòè çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ òà îá÷èñëèòè

¨¨ ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè.
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♢ Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � öå ÷èñëî ïèòàíü, íà ÿêi âiäïîâiñòü ñòóäåíò.Öå äèñêðåòíà âè-

ïàêîâà âåëè÷èíà, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ: 0,1,2,3,4.

Çà óìîâîþ çàäà÷i p1 = 0, 65, p2 = 0, 4, p3 = 0, 5, p4 = 0, 6. Òîäi q1 = 0, 35, q2 = 0, 6,

q3 = 0, 5, q4 = 0, 4. Çíàõîäèìî âiäïîâiäíi éìîâiðíîñòi:

P (X = 0) = q1 · q2 · q3 · q4 = 0, 35 · 0, 6 · 0, 5 · 0, 4 = 0, 042;

P (X = 1) = p1 · q2 · q3 · q4 + q1 · p2 · q3 · q4 + q1 · q2 · p3 · q4 + q1 · q2 · q3 · p4 =
= 0, 65 · 0, 6 · 0, 5 · 0, 4 + 0, 35 · 0, 4 · 0, 5 · 0, 4 + 0, 35 · 0, 6 · 0, 5 · 0, 4+

+0, 35 · 0, 6 · 0, 5 · 0, 6 = 0, 211;

P (X = 2) = p1 · p2 · q3 · q4 + p1 · q2 · p3 · q4 + p1 · q2 · q3 · p4 + q1 · p2 · p3 · q4 + q1 · p2 · q3 · p4+
+q1 · q2 · p3 · p4 = 0, 65 · 0, 4 · 0, 5 · 0, 4 + 0, 65 · 0, 6 · 0, 5 · 0, 4 + 0, 65 · 0, 6 · 0, 5 · 0, 6+

+0, 35 · 0, 4 · 0, 5 · 0, 4 + 0, 35 · 0, 4 · 0, 5 · 0, 6 + 0, 35 · 0, 6 · 0, 5 · 0, 6 = 0, 38;

P (X = 3) = p1 · p2 · p3 · q4 + p1 · p2 · q3 · p4 + q1 · p2 · p3 · p4 + p1 · q2 · p3 · p4 =
= 0, 65 · 0, 4 · 0, 5 · 0, 4 + +0, 65 · 0, 4 · 0, 5 · 0, 6 + 0, 35 · 0, 4 · 0, 5 · 0, 6+

0, 65 · 0, 6 · 0, 5 · 0, 6 = 0, 289;

P (X = 4) = p1 · p2 · p3 · p4 = 0, 65 · 0, 4 · 0, 5 · 0, 6 = 0, 078.

X 0 1 2 3 4
P 0, 042 0, 211 0,38 0,289 0,078

Ïåðåâiðêà: 0, 042 + 0, 211 + 0, 38 + 0, 289 + 0, 078 = 1.

Îá÷èñëþ¹ìî ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ:

- ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ:

M(X) = x1p1 + x2p2 + x3p3 + x4p4;

M(X) = 0 · 0, 042 + 1 · 0, 211 + 2 · 0, 38 + 3 · 0, 289 + 4 · 0, 078 = 2, 15;

- äèñïåðñiÿ:

D(X) = M(X2)− (M(X))2, M(X2) = x2
1p1 + x2

2p2 + x2
3p3 + x2

4p4;

M(X2) = 1 · 0, 211 + 4 · 0, 38 + 9 · 0, 289 + 16 · 0, 078 = 5, 58;

D(X) = 5, 58− (2, 15)2 = 5, 58− 4, 6225 = 0, 9575;

- ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ:

σ(X) =
√

D(X), σ(X) =
√
0, 9575 = 0, 98.

♦
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Ïðèêëàä 2.9 Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìîæå ïðèéìàòè äâà çíà÷åííÿ x1, x2,

ïðè÷îìó x1 < x2. Âiäîìî, ùî p1 = 0, 2, M(X) = 2, 8, D(X) = 0, 16. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ.

♢ Äëÿ çàïèñó çàêîíó ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ ïîòðiáíî çíàéòè çíà÷åííÿ p2, x1,

x2.

Îñêiëüêè p1 + p2 = 1, òî p2 = 1− p1 = 1− 0, 2 = 0, 8.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëàìè:

M(X) = x1p1 + x2p2,

D(X) = M(X2)− (M(X))2 = x2
1p1 + x2

2p2 − (M(X))2.

Ïiäñòàâèâøè âiäîìi çíà÷åííÿ, îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü:

0, 2x1 + 0, 8x2 = 2, 8;

0, 2x2
1 + 0, 8x2

2 − (2, 8)2 = 0, 16.

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó ðiâíÿíü, îòðèìà¹ìî çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ:

x′
1 = 2, x′

2 = 3, x′′
1 = 3, 6, x′′

2 = 2, 6.

Çà óìîâîþ çàäà÷i x1 < x2, òî áåðåìî x1 = 2, x2 = 3.

Òîäi çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ:

X 2 3
P 0, 2 0, 8

♦

Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè

1. ßêi ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè ìà¹ äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà?

2. ßêèé éìîâiðíiñíèé çìiñò ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ? Íàâåäiòü ôîðìóëó äëÿ îá÷è-

ñëåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ÄÂÂ.

3. Ñôîðìóëþéòå âëàñòèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

4. ßêèé éìîâiðíiñíèé çìiñò äèñïåðñi¨ òà ñåðåäíüîãî êâàäðàòè÷íîãî âiäõèëåííÿ?

5. Äàéòå îçíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ òà ñôîðìóëþéòå ¨¨ âëàñòèâîñòi.

6. ßêi ¹ ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñi¨? ßêà, íà âàøó äóìêó, ¹ çðó÷íiøà ïðè îá-

÷èñëåííi?

7. ×è ìîæå äèñïåðñiÿ áóòè âiä'¹ìíîþ? Ñåðåäíüî êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ?

8. Çàïèøiòü ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîãî êâàäðàòè÷íîãî âiäõèëåííÿ.
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ

1. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ äòñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ äîðiâíþ¹ M(X) = 2.

Çíàéòè M(3X + 1).

2. Äèñïåðñi¨ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí X òà Y äîðiâíþþòü D(X) = 4 i D(Y ) = 5.

Çíàéòè D(X − Y ).

3. Ó êîðîáöi çíàõîäèòüñÿ 9 îäíàêîâèõ çà ðîçìiðîì êóëü, ç ÿêèõ 4 � ÷åðâîíîãî êîëüîðó.

Íàâìàííÿ âiäiáðàíî òðè êóëi. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � ÷èñëî êóëü ÷åðâîíîãî êîëüîðó

ñåðåä âiäiáðàíèõ. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó äàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà îá÷èñëèòè ¨¨

÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè.

4. Äâà áàñêåòáîëiñòè âèêîíóþòü ïî ÷åðçi ïî îäíîìó øòðàôíîìó êèäêó. Éìîâiðíiñòü

âëó÷åííÿ ïåðøîãî äîðiâíþ¹ 0,7, äðóãîãî � 0,6. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � ÷èñëî çà-

êèíóòèõ ì'ÿ÷iâ. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó äàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè i îá÷èñëèòè ¨¨

÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè.

5. Ðîáiòíèê îáñëóãîâó¹ òðè âåðñòàòè. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîòÿãîì ãîäèíè óâàãè íå

âèìàãà¹ ïåðøèé âåðñòàò � 0,2, äðóãèé � 0,4 i òðåòié � 0,7. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà

Õ � ÷èñëî âåðñòàòiâ, ÿêi âèìàãàþòü óâàãè ðîáiòíèêà ïðîòÿãîì ãîäèíè. Çíàéòè çàêîí

ðîçïîäiëó äàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà îá÷èñëèòè ¨¨ ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè.

6. Éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ À â îäíîìó âèïðîáóâàííi íà 40% áiëüøà âiä ÷èñëà 0,4. Âè-

ïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � ÷èñëî ïîÿâ ïîäi¨ À ïðè ïðîâåäåííi òðüîõ âèïðîáóâàíü. Çíàéòè

çàêîí ðîçïîäiëó äàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà îá÷èñëèòè ¨¨ ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè.

7. Åêçàìåíàöiéíèé áiëåò ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ïèòàíü. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñòóäåíò çíà¹

âiäïîâiäü íà ïåðøå ïèòàííÿ, äîðiâíþ¹ 0,9; íà äðóãå � 0,8; íà òðåò¹ � 0,7. Âèïàäêî-

âà âåëè÷èíà Õ � ÷èñëî ïèòàíü ó åêçàìåíàöiéíîìó áiëåòi, íà ÿêi âiäïîâiñòü ñòóäåíò.

Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó äàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òà îá÷èñëèòè ¨¨ ÷èñëîâi õàðàêòå-

ðèñòèêè.

8. Ïî ìiøåíi ïðîâåäåíî òðè ïîñòðiëè. Éìîâiðíiñòü âëó÷åííÿ â ìiøåíü ïðè ïåðøîìó

ïîñòðiëi äîðiâíþ¹ 0,1, ïðè äðóãîìó � 0,2, ïðè òðåòüîìó � 0,3. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäiëó

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ � êiëüêîñòi âëó÷åíü ïðè òðüîõ ïîñòðiëàõ òà îá÷èñëèòè ¨¨

÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè.

9. Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ, ùî çàäàíà çàêîíîì ðîçïî-

äiëó:

X −1 0 2 5
P 0, 1 0, 3 ? 0,2
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10. Ñòðiëåöü äâi÷i ñòðiëÿ¹ â ìiøåíü. Éìîâiðíiñòü âëó÷åííÿ ïðè êîæíîìó ïîñòðiëi îäíà-

êîâà. Çíàéòè öþ éìîâiðíiñòü, ÿêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � êiëüêiñòü âëó÷åíü â

ìiøåíü, à M(X) = 1, 6.

11. Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìîæå ïðèéìàòè äâà çíà÷åííÿ x1, x2, ïðè÷îìó

x1 < x2. Âiäîìî, ùî p1 = 0, 1, M(X) = 3, 9, D(X) = 0, 09. Çíàéòè çàêîí ðîçïîäi-

ëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ.

12. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñòóäåíò ñêëàäå iñïèò íà "5"äîðiâíþ¹ 0,2, íà "4" � 0,4. Çíàéòè

D(X), ÿêùî M(X) = 3, 7, à âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � îöiíêà, îäåðæàíà ñòóäåíòîì íà

åêçàìåíi.

2.3 Ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

Ïîðÿä iç çàêîíîì ðîçïîäiëó äëÿ îïèñó ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè âèêî-

ðèñòîâó¹òüñÿ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó.

Îçíà÷åííÿ 2.8 Ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ àáî ií-

òåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî â ðåçóëüòàòi âèïðîáóâàííÿ

âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ íàáóâà¹ çíà÷åííÿ, ìåíøîãî çà àðãóìåíò x, òîáòî

F (x) = P (X < x), x ∈ R.

Çàóâàæåííÿ 2.3 Äàíå îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ¹ ñïiëüíèì ÿê äëÿ äèñêðåòíèõ, òàê

i äëÿ íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Âëàñòèâîñòi iíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó F (x)

1. 0 ⩽ F (x) ⩽ 1;

2. ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ¹ íåñïàäíà: ÿêùî x1 < x2, òî F (x1) < F (x2);

3. éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ ó ïiâiíòåðâàë [α; β) äîðiâíþ¹ ðiçíèöi

çíà÷åíü ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó â öèõ òî÷êàõ:

P (α ⩽ X < β) = F (β)− F (α).

4. ÿêùî ìîæëèâi çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ íàëåæàòü iíòåðâàëó (a; b), òî

F (x) = 0, ïðè x ⩽ a i F (x) = 1, ïðè x ⩾ b.

Äëÿ ÄÂÂ Õ iíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ìà¹ âèãëÿä:

F (x) = P (X < x) =
∑
xi<x

pi, x ∈ R,
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òîáòî F (x) äîðiâíþ¹ ñóìi éìîâiðíîñòåé çíà÷åíü Õ, ùî ìåíøi çà x (ëåæàòü çëiâà âiä x).

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé ÄÂÂ ¹ êóñêîâî-ñòàëîþ, à òîìó ãðàôiê ìà¹

ñòóïií÷àñòèé âèãëÿä.

Ïðèêëàä 2.10 Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà çàêîíîì ðîçïîäiëó:

X 0 1 2 3 4
P 0, 05 0,1 0,2 0,3 0,35

Çíàéòè iíòåãðàëüíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó òà ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðàôiê. Îá÷èñëèòè éìî-

âiðíiñòü òîãî, ùî Õ íå ìåíøå 1 i ìåíøå 3.

♢ Çà îçíà÷åííÿ iíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó F (x) = P (X < x) îäåðæèìî:

F (x) =



0, ïðè x ⩽ 0;

0, 05, ïðè 0 < x ⩽ 1;

0, 15, ïðè 1 < x ⩽ 2;

0, 35, ïðè 2 < x ⩽ 3;

0, 65, ïðè 3 < x ⩽ 4;

1, ïðè x > 4.

Òîäi ãðàôiê iíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ F (x):

Ðèñ. 2.3: ãðàôiê iíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó

Îá÷èëþ¹ìî P (1 ⩽ X < 3):

P (1 ⩽ X < 3) = F (3)− F (1) = 0, 35− 0, 05 = 0, 3

♦
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Ó âèïàäêó íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè äëÿ ¨¨ ïîâíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ââîäÿòü

iíòåãðàëüíó òà äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó.

Çàóâàæåííÿ 2.4 Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ, ùî íàáóâà¹ çíà÷åííÿ ç iíòåðâàëó

(a; b), ìà¹ íåçëi÷åííó êiëüêiñòü ìîæëèâèõ çíà÷åíü, òîìó íàáóòòÿ Õ ïåâíèõ çíà÷åíü,

íàïðèêëàä, X = a àáî X = b � öå ïîäi¨ ç íóëüîâîþ éìîâiðíiñòþ. Öå îçíà÷à¹, P (X = a) = 0

òà P (X = b) = 0. Ç îãëÿäó íà öå ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

P (a < x < b) = P (a ⩽ x < b) = P (a < x ⩽ b) = P (a ⩽ x ⩽ b).

Âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëüíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ùå îäíå îçíà-

÷åííÿ íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

Îçíà÷åííÿ 2.9 Íåïåðåðâíîþ íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà çàäà¹òüñÿ íåïå-

ðåðâíîþ iíòåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó.

Îçíà÷åííÿ 2.10 Äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó àáî ùiëüíiñòþ ðîçïîäi-

ëó íàçèâà¹òüñÿ ïåðøà ïîõiäíà âiä iíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó, òîáòî ôóíêöiÿ

f(x) = F ′(x), x ∈ R.

Âëàñòèâîñòi äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó

1. äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ ¹ íåâiä'¹ìíîþ, òîáòî f(x) ⩾ 0;

2.
∫ +∞
−∞ f(x) dx = 1;

3. ÿêùî âñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè íàëåæàòü iíòåðâàëó

(a; b), òî
∫ b

a
f(x) dx = 1;

4. P (a ⩽ x ⩽ b) =
∫ b

a
f(x) dx;

Ãðàôiê äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó íàçèâàþòü êðèâîþ ðîçïîäiëó.

Çà âiäîìîþ äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó ìîæíà çíàéòè iíòåãðàëüíó:

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt.

Ïðèêëàä 2.11 Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà iíòåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïî-

äiëó:

F (x) =


0, ïðè x ⩽ 0, 5;

x2 − x+ 0, 25, ïðè 0, 5 < x ⩽ 1, 5;

1, ïðè x > 1, 5.

Çíàéòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó, ïîáóäóâàòè ãðàôiêè iíòåãðàëüíî¨ òà äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóí-

êöié ðîçïîäiëó. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöi¨ F (x) òà f(x), îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü ïîïàäà-

ííÿ çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â iíòåðâàë (1; 2).
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♢ Çà îçíà÷åííÿì f(x) = F ′(x):

f(x) =


0, ïðè x ⩽ 0, 5;

2x− 1, ïðè 0, 5 < x ⩽ 1, 5;

0, ïðè x > 1, 5.

Ïîáóäó¹ìî ãðàôiêè ôóíêöié ðîçïîäiëó:

Ðèñ. 2.4: ãðàôiêè iíòåãðàëüíî¨ F (x) òà äèôåðåíöiàëüíî¨ f(x) ôóíêöié ðîçïîäiëó

Äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi P (1 < X < 2) ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ:

P (α < X < β) = F (β)− F (α).

Çíà÷åííÿ x = 1 íàëåæèòü ïiâiíòåðâàëó (0, 5; 1, 5], íà ÿêîìó F (x) = x2−x+0, 25, òîìó

F (1) = 0, 25. Çíà÷åííÿ x = 2 íàëåæèòü iíòåðâàëó (1, 5;+∞), íà ÿêîìó F (x) = 1, òîìó

F (2) = 1.

Òîäi P (1 < X < 2) = 1− 0, 25 = 0, 75.

Çíàéäåìî P (1 < X < 2), âèêîðèñòîâóþ÷è äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó, à ñàìå

çà ôîðìóëîþ:

P (α ⩽ x ⩽ β) =

∫ β

α

f(x) dx,

P (1 ⩽ x ⩽ 2) =

∫ 1,5

1

(2x− 1) dx+

∫ 2

1,5

0 dx = x2 − x|1,51 = 2, 25− 1, 5− 1 + 1 = 0, 75.

♦

Ïðèêëàä 2.12 Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà ñâî¹þ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó

f(x) =


3

4
(1− x2), ïðè x ∈ (−1; 1];

0, ïðè x /∈ (−1; 1].

Çíàéòè ôóíêöiþ ðîçïîäiëó F (x).

♢ Ùîá çíàéòè iíòåãðàëüíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ïîòðiáíî ïðîâåñòè iíòåãðóâàííÿ ùiëüíîñòi
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ðîçïîäiëó. Äëÿ çðó÷íîñòi äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ f(x) çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

f(x) =


0, ïðè x ⩽ −1;

3

4
(1− x2), ïðè − 1 < x ⩽ 1;

0, ïðè x > 1.

Çãiäíî ôîðìóëè F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt îòðèìà¹ìî:

ïðè x ⩽ −1, F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ x

−∞
0 dt = 0;

ïðè −1 < x ⩽ −1,

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ −1

−∞
0 dt+

3

4

∫ x

−1

(1− t2) dt =
3

4

(
t− t3

3

)∣∣∣∣x
−1

=
3

4
x−

1

4
x3 +

1

2
;

ïðè x > 1, F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

3

4

∫ 1

−1

(1− t2) dt =
3

4

(
t− t3

3

)∣∣∣∣1
−1

= 1.

Îñòàòî÷íî iíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ÍÂÂ Õ ìà¹ âèãëÿä:

F (x) =


0, ïðè x ⩽ −1;

1

4
(3x− x3 + 2), ïðè − 1 < x ⩽ 1;

1, ïðè x > 1.

Çàóâàæèìî, ùî ïåðøèé i òðåòié ðÿäêè ôóíêöi¨ ìîæíà áóëî çàïîâíèòè, íå ïðîâîäÿ÷è îá-

÷èñëåíü, à âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨. ♦

Ïðèêëàä 2.13 Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà ñâî¹þ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó

f(x) =

{
ax2, ïðè x ∈ (0; 2];

0, ïðè x /∈ (0; 2].

Âèçíà÷èòè ïàðàìåòð a òà éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ Õ â ñåãìåíò [0; 1], iíòåðâàë (1; 3) òà

ïiâiíòåðâàë (−1; 1, 5].

♢ Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòðà ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâiñòþ ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó∫ +∞

−∞
f(x) dx = 1.

∫ +∞

−∞
f(x) dx =

∫ 2

0

ax2 dx = a · x
3

3

∣∣∣∣2
0

=
8a

3
,

8a

3
= 1, a =

3

8
.
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Òîäi ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ìà¹ âèãëÿä:

f(x) =


3

8
x2, ïðè x ∈ (0; 2];

0, ïðè x /∈ (0; 2].

Äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòåé ïîïàäàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â çàäàíèé iíòåðâàë âèêî-

ðèñòà¹ìî ôîðìóëó:

P (a ⩽ x ⩽ b) =

∫ b

a

f(x) dx,

P (0 ⩽ x ⩽ 1) =

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

3

8
x2 dx =

3

8
· x

3

3

∣∣∣∣1
0

=
1

8
;

P (1 < x < 3) =

∫ 3

1

f(x) dx =

∫ 2

1

3

8
x2 dx+

∫ 3

2

0 dx =
x3

8

∣∣∣∣2
1

= 1− 1

8
=

7

8
;

P (−1 < x ⩽ 1, 5) =

∫ 1,5

−1

f(x) dx =

∫ 0

−1

0 dx+

∫ 1,5

0

3

8
x2 dx =

3

8
· x

3

3

∣∣∣∣1,5
0

=
27

64
.

♦

Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè

1. ßêà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó îïèñó¹ ÄÂÂ?

2. Ñôîðìóëþéòå îçíà÷åííÿ iíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ðîïîäiëó.

3. ßêi îñíîâíi âëàñòèâîñòi iíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó?

4. ßêèé ãðàôiê iíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ÄÂÂ?

5. ßêi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó îïèñóþòü ÍÂÂ?

6. ßê ìîæíà ñôîðìóëþâàòè îçíà÷åííÿ ÍÂÂ, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëüíó ôóíêöiþ

ðîçïîäiëó?

7. Äàéòå îçíà÷åííÿ ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó òà ñôîðìóëþéòå ¨¨ âëàñòèâîñòi.

8. ßê çíàéòè iíòåãðàëüíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó, ÿêùî âiäîìà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó?

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ

1. Äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà çàêîíîì ðîçïîäiëó:

X 2 5 7 10
P 0, 3 0, 2 0,4 0,1

Çíàéòè iíòåãðàëüíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó òà ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðàôiê.
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2. Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà iíòåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó:

F (x) =


0, ïðè x ⩽ 1;

0, 5(x2 − x), ïðè 1 < x ⩽ 2;

1, ïðè x > 2.

Çíàéòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó, ïîáóäóâàòè ãðàôiêè iíòåãðàëüíî¨ òà äèôåðåíöiàëüíî¨

ôóíêöié ðîçïîäiëó.

3. Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó

f(x) =


cosx, ïðè x ∈

(
0;

π

2

]
;

0, ïðè x /∈

(
0;

π

2

]
.

Çíàéòè iíòåãðàëüíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ÍÂÂ Õ.

4. Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó

f(x) = ax â iíòåðâàëi (0; 2), ïîçà iíòåðâàëîì f(x) = 0. Çíàéòè ïàðàìåòð a òà ïî-

áóäóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x).

5. Iíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ÍÂÂ Õ ìà¹ âèãëÿä

F (x) =


0, ïðè x ⩽ 1;

a(x− 1), ïðè 1 < x ⩽ 4;

1, ïðè x > 4.

Çíàéòè ïàðàìåòð a, âèçíà÷èòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó òà ïîáóäóâàòè ãðàôiêè ôóíêöié

F (x), f(x). Çíàéòè éìîâiðíîñòi ïîïàäàííÿ ÍÂÂ Õ ó ïðîìiæêè [3; 7], (2; 3), (0; 2].

6. Äàíà ôóíêöiÿ

f(x) =


a sin 3x, ïðè x ∈

(
0;

π

3

]
;

0, ïðè x /∈

(
0;

π

3

]
.

Ïðè ÿêîìó çíà÷åííi ïàðàìåòð a ôóíêöiÿ ìîæå áóòè ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó? Çíàéòè ií-

òåãðàëüíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó. Îá÷èñëèòè éìîâiðíîñòi ïîïàäàííÿ ÍÂÂ Õ ó ïðîìiæêè[
π

6
;
π

4

]
,

(
0;

π

6

)
.
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7. ÍÂÂ Õ çàäàíà ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó

F (x) =


0, ïðè x ⩽ 0;

2x, ïðè 0 < x ⩽ 1;

1, ïðè x > 1.

Çíàéòè äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó. Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè ôóíêöié F (x), f(x).

Îá÷èñëèòè éìîâiðíîñòi P (−0, 5 < X < 0, 5), P (0, 5 ⩽ X ⩽ 1).

8. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó

F (x) =


0, ïðè x ⩽ 5;

x− 5

3
, ïðè 5 < x ⩽ 8;

1, ïðè x > 8.

Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî â ðåçóëüòàòi âèïðîáóâàííÿ Õ íàáóäå çíà÷åííÿ ç iíòåð-

âàëó (4; 7).

9. Áàñêåòáîëiñò çàêèäó¹ ì'ÿ÷ ó êîøèê ç éìîâiðíiñòþ 0,7. Çíàéòè ôóíêöiþ ðîçïîäiëó

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ � êiëüêîñòi âëó÷åíü ó êîøèê, ÿêùî áàñêåòáîëiñò âèêîíó¹ òðè

êèäêè. Ïîáóäóâàòè ãðàôiê ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó.

10. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x) = x2 − 4x + 4. Âèçíà÷èòè

îáëàñòü çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ òà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî X ⩾ 2, 3.

2.4 ×èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

Ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ, äèñïåðñi¨ i ñåðåäíüîãî êâàäðàòè÷íîãî âiäõèëåííÿ íå-

ïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè âèçíà÷àþòüñÿ i ìàþòü òàêèé æå çìiñò, ÿê i äëÿ äèñêðåòíî¨

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Àëå ó çâ'ÿçêó iç íåñêií÷åíîþ ìíîæèíîþ ìîæëèâèõ çíà÷åíü ÍÂÂ,

ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ ÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê ¹ iíòåãðàëüíèìè.

Îçíà÷åííÿ 2.11 Ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì Ì(Õ) ÍÂÂ Õ, ÿêà çàäàíà ùiëüíi-

ñòþ ðîçïîäiëó f(x), íàçèâà¹òüñÿ

M(X) =

∫ +∞

−∞
x f(x) dx,

ÿêùî öåé iíòåãðàë ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì. ßêùî ìîæëèâi çíà÷åííÿ íåïåðåðâíî¨ âèïàäêî-

âî¨ âåëè÷èíè Õ íàëåæàòü ïðîìiæêó [a; b], òî

M(X) =

∫ b

a

x f(x) dx.
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Çàóâàæåííÿ 2.5 ßêùî ìîæëèâi çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ íàëåæàòü âiäðiçêó

[a; b], òî öåíòð ðîçïîäiëó Ì(Õ) âåëè÷èíè Õ çíàõîäèòüñÿ íà öüîìó ïðîìiæêó, òîáòî

a < M(X) < b.

ßêùî ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòåé f(x) � ïàðíà ôóíêöiÿ, òî öåíòð ðîçïîäiëó Õ ñïiâ-

ïàäà¹ ç ïî÷àòêîì M(X) = 0. ßêùî ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) ñèìåòðè÷íèé âiäíîñíî ïðÿìî¨

x = a, òî M(X) = a.

Îçíà÷åííÿ 2.12 Äèñïåðñi¹þ D(Õ) ÍÂÂ Õ, ÿêà çàäàíà ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó f(x), íà-

çèâà¹òüñÿ

D(X) =

∫ +∞

−∞
(x−M(X))2 f(x) dx,

ßêùî ìîæëèâi çíà÷åííÿ íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ íàëåæàòü ïðîìiæêó [a; b],

òî

D(X) =

∫ b

a

(x−M(X))2 f(x) dx.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñi¨ çðó÷íiøå êîðèñòóâàòèñÿ ôîðìóëàìè:

D(X) =

∫ +∞

−∞
x2 f(x) dx− (M(X))2,

ßêùî X ∈ [a; b], òî

D(X) =

∫ b

a

x2 f(x) dx− (M(X))2.

Íåçìiííîþ çàëèøà¹òüñÿ ôîðìóëà äëÿ îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîãî êâàäðàòè÷íîãî âiäõèëåííÿ

σ(X) =
√
D(X).

Ïðèêëàä 2.14 Çíàéòè ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ, ÿêà çàäàíà ií-

òåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó:

F (x) =


0, ïðè x ⩽ 0;

x2

25
, ïðè 0 < x ⩽ 5;

1, ïðè x > 5.

♢ Çà îçíà÷åííÿì f(x) = F ′(x):

f(x) =


0, ïðè x ⩽ 0;

2x

25
, ïðè 0 < x ⩽ 5;

0, ïðè x > 5.

Îñêiëüêè f(x) ̸= 0 ïðè X ∈ (0; 5], òî äëÿ îá÷èñëåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ñêîðèñòà-
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¹ìîñÿ ôîðìóëîþ M(X) =

∫ b

a

x f(x) dx:

M(X) =

∫ 5

0

x · 2x
25

dx =
2

25

∫ 5

0

x2 dx =
2

25
· x

3

3

∣∣∣∣5
0

=
10

3
.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñi¨ âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó D(X) =

∫ b

a

x2 f(x) dx− (M(X))2:

D(X) =

∫ 5

0

x2 · 2x
25

dx−
(
10

3

)2

=
2

25

∫ 5

0

x3 dx− 100

9
=

2

25
· x

4

4

∣∣∣∣5
0

− 100

9
=

125

18
.

Ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ

σ(X) =
√

D(X) =

√
125

18
=

5
√
5

3
√
2
≈ 2, 64.

♦

Ïðèêëàä 2.15 Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó

f(x) =


0, ïðè x ⩽ −1;

a

1 + x2
, ïðè − 1 < x ⩽ 1;

0, ïðè x > 1.

Çíàéòè ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ.

♢ Ñïî÷àòêó çíàõîäèìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà à. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâiñòþ äè-

ôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó:
∫ +∞

−∞
f(x) dx = 1. Òîäi

∫ 1

−1

a

1 + x2
dx = 1; a

∫ 1

−1

1

1 + x2
dx = 1

∫ 1

−1

1

1 + x2
dx = arctg x|1−1 =

π

4
−
(
−π

4

)
=

π

2
,

a · π
2
= 1, a =

2

π
.

Òàêèì ÷èíîì, ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ:

f(x) =


0, ïðè x ⩽ −1;

2

π
·

1

1 + x2
, ïðè − 1 < x ⩽ 1;

0, ïðè x > 1.
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Îá÷èñëþ¹ìî ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè:

M(X) =

∫ 1

−1

x · 2
π
· 1

1 + x2
dx =

1

π

∫ 1

−1

2x

1 + x2
dx =

1

π
ln |1 + x2|

∣∣∣∣1
−1

=
1

π
(ln 2− ln 2) = 0.

Öåé iíòåãðàë ìîæíà áóëî i íå îá÷èñëþâàòè. Îñêiëüêè ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ íåïàðíà, à

ìåæi iíòåãðóâàííÿ ¹ ñèìåòðè÷íi, òî òàêèé âèçíà÷åíèé iíòåãðàë ðiâíèé íóëþ.

D(X) =
2

π

∫ 1

−1

x2

1 + x2
dx =

4

π

∫ 1

0

(
1− 1

1 + x2

)
dx =

4

π
(x− arctg x)

∣∣∣∣1
0

=
4

π

(
1− π

4

)
≈ 0, 27.

σ(X) =
√

0, 27 ≈ 0, 52.

♦

Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè

1. Ùî òàêå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè? Çà ÿêèìè ôîðìóëàìè îá÷è-

ñëþ¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ÍÂÂ?

2. Ùî òàêå äèñïåðñiÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè? ßêi ôîðìóëè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îá÷è-

ñëåííÿ äèñïåðñi¨ ÍÂÂ?

3. ßê õàðàêòåðèçó¹ âèïàäêîâó âåëè÷èíó ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ? Çà ÿêîþ

ôîðìóëîþ îá÷èñëþ¹òüñÿ?

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ

1. Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà iíòåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó:

F (x) =


0, ïðè x ⩽ 0;
3
√
x, ïðè 0 < x ⩽ 1;

1, ïðè x > 1.

Çíàéòè ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ.

2. Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó

f(x) =


3

4
(1− x2) , ïðè x ∈ (−1; 1];

0, ïðè x /∈ (−1; 1].

Çíàéòè ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ.

3. Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó

f(x) = ax â iíòåðâàëi (1; 4), ïîçà iíòåðâàëîì f(x) = 0. Çíàéòè ïàðàìåòð a òà îá-

÷èñëèòè ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ.
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4. ÍÂÂ Õ çàäàíà äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó

f(x) =

{
x+ ax2, ïðè x ∈ (1; 2];

0, ïðè x /∈ (1; 2].

Çíàéòè íåâiäîìèé ïàðàìåòð a òà îá÷èñëèòè M(X), σ(X).

5. Çíàéòè ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ, çàäàíî¨ äèôå-

ðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó

f(x) =


1

9
(6x− 2x2), ïðè x ∈ (0; 3];

0, ïðè x /∈ (0; 3].

6. Çíàéòè ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ, çàäàíî¨ äèôå-

ðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó

f(x) =

{
4− 2x, ïðè x ∈ (1; 2];

0, ïðè x /∈ (1; 2].

7. ×àñ î÷iêóâàííÿ (õâ) ìiæ ïàñàæèðàìè, ùî ñòàþòü ó ÷åðãó çà êâèòêàìè, ¹ íåïåðåðâíà

âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ, ðîçïîäië ÿêî¨ çàäàíî iíòåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ

F (x) =


0, ïðè x ⩽ 0;

x

10
, ïðè 0 < x ⩽ 10;

1, ïðè x > 10.

Çíàéòè ñåðåäíié ÷àñ î÷iêóâàííÿ M(X) òà ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ σ(X).

8. Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ çàäàíà äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó

f(x) = a(x2 + 2x) â iíòåðâàëi (0; 2), ïîçà iíòåðâàëîì f(x) = 0. Çíàéòè ïàðàìåòð

a òà îá÷èñëèòè ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ.

2.5 Îñíîâíi çàêîíè ðîçïîäiëó äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

Äåÿêi ðîçïîäiëè éìîâiðíîñòåé ¹ äóæå âàæëèâèìè, îñêiëüêè âiäïîâiäíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè

âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðiçíèõ ïðîöåñiâ, ðîçâ'ÿçàííÿ øèðîêîãî êîëà ïðàêòè-

÷íèõ çàäà÷.

Äî îñíîâíèõ çàêîíiâ ðîçïîäiëó äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí âiäíîñÿòü: áiíîìiàëü-

íèé, ðîçïîäië Ïóàññîíà òà ãåîìåòðè÷íèé.

Áiíîìiàëüíèé ðîçïîäië. Íåõàé ïðîâîäèòüñÿ n íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü, â êîæíî-

ìó ç ÿêèõ äåÿêà ïîäiÿ A ìîæå âiäáóòèñÿ iç éìîâiðíiñòþ p. Íåõàé äèñêðåòíà âèïàäêîâà
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âåëè÷èíà Õ � öå ÷èñëî ïîÿâ ïîäi¨ A ó öié ñåði¨ âèïðîáóâàíü. ÄÂÂ Õ ìîæå íàáóâàòè çíà-

÷åíü: x1 = 0, x2 = 1,..., xn+1 = n, éìîâiðíîñòi ÿêèõ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ Áåðíóëëi.

Îçíà÷åííÿ 2.13 Áiíîìiàëüíèì íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäië éìîâiðíîñòåé, ùî îïèñó¹ êiëü-

êiñòü ïîÿâ ïîäi¨ A ó ñõåìi íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü Áåðíóëëi i ðîçðàõîâó¹òüñÿ çà ôîð-

ìóëîþ:

P (X = k) = Pn(k) = Ck
n p

k qn−k, k = 0, 1, 2, ..., n,

äå n � êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü, ó êîæíîìó ç ÿêèõ ïåâíà ïîäiÿ A ìîæå

ç'ÿâèòèñÿ iç éìîâiðíiñòþ p i íå âiäáóòèñÿ iç éìîâiðíiñòþ q = 1− p; k� êiëüêiñòü ïîÿâ

ïîäi¨ A.

×èñëà n ∈ Z+ � êiëüêiñòü âèïðîáóâàíü i 0 ⩽ p ⩽ 1 � éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ A

íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè áiíîìiàëüíîãî ðîçïîäiëó.

Íàïðèêëàä 2.4 1) âèïàäêîâà âåëè÷èíèà Õ � êiëüêiñòü âëó÷åíü ñòðiëüöåì ïðè çäié-

ñíåííi n = 5 ïîñòðiëiâ, ÿêùî éìîâiðíiñòü âëó÷åííÿ p = 0, 9, ðîçïîäiëåíà çà áiíîìiàëüíèì

çàêîíîì

P (X = k) = P5(k) = Ck
5 (0, 9)

k (0, 1)5−k, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5;

2) Õ � êiëüêiñòü Õ �ãåðáiâ�, ùî âèïàäóòü ïðè êèäàííi òðüîõ ìîíåò (n = 3, p = 0, 5),

ðîçïîäiëåíà çà çàêîíîì

P (X = k) = P3(k) = Ck
3 (0, 5)

k (0, 5)3−k, k = 0, 1, 2, 3.

Äëÿ áiíîìiàëüíîãî ðîçïîäiëó ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

- ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ M(X) = np;

- äèñïåðñiÿ D(X) = npq = np(1− p);

- ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ σ(X) =
√
npq =

√
np(1− p).

Ïðèêëàä 2.16 Ó ïàðòi¨ 10% íåñòàíäàðòíèõ âèðîáiâ. Íàâìàííÿ âèáðàëè 4 âèðîáè. Çà-

ïèñàòè çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ � êiëüêîñòi íåñòàíäàðòíèõ âèðîáiâ ñåðåä

÷îòèðüîõ âèáðàíèõ òà îá÷èñëèòè M(X), D(X),σ(X).

♢ Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìîæå íàáóâàòè çíà÷åíü: 0; 1; 2; 3; 4. Çà óìîâîþ çàäà÷i n = 4,

p = 0, 1, òîäi q = 1− 0, 1 = 0, 9.

Çà ôîðìóëîþ Áåðíóëëi îá÷èñëþ¹ìî âiäïîâiäíi éìîâiðíîñòi çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè-

58



÷èíè Õ:

P (X = 0) = P4(0) = q4 = (0, 9)4 = 0, 6561;

P (X = 1) = P4(1) = C1
4 p · q3 = 4 · 0, 1 · (0, 9)3 = 0, 2916;

P (X = 2) = P4(2) = C2
4 p

2 · q2 = 6 · (0, 1)2 · (0, 9)2 = 6 · 0, 01 · 0, 81 = 0, 0486;

P (X = 3) = P4(3) = C3
4 p

3 · q = 4 · (0, 1)3 · 0, 9 = 4 · 0, 001 · 0, 9 = 0, 0036;

P (X = 4) = P4(4) = p4 = (0, 1)4 = 0, 0001.

Òîäi ðÿä ðîçïîäiëó äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ ìà¹ âèãëÿä:

X 0 1 2 3 4
P 0, 6561 0,2916 0,0486 0,0036 0,0001

Ïåðåâiðêà: 0, 6561 + 0, 2916 + 0, 0486 + 0, 0036 + 0, 0001 = 1.

Îá÷èñëþ¹ìî ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè:

M(X) = np = 4 · 0, 1 = 0, 4;

D(X) = npq = 4 · 0, 1 · 0, 9 = 0, 36;

σ(X) =
√

D(X) =
√
0, 36 = 0, 6.

♦

Ðîçïîäië Ïóàññîíà.ßêùî â ñõåìi íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü n äîñèòü âåëèêå ÷èñëî, à

p àáî 1−p ïðÿìó¹ äî íóëÿ, òî áiíîìiàëüíèé çàêîí ðîçïîäiëó àïðîêñèìó¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà.

Îçíà÷åííÿ 2.14 Ïóàññîíiâñüêèì àáî ðîçïîäiëîì Ïóàññîíà íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäië

éìîâiðíîñòåé, ùî îïèñó¹ ÷èñëî ìàëîéìîâiðíèõ ïîäié ó âåëèêié êiëüêîñòi âèïðîáóâàíü

i çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, ..., n.

×èñëî λ > 0 íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðîì ðîçïîäiëó Ïóàññîíà.

×èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ, ùî ðîçïîäiëåíà çà çàêîíîì Ïóàññîíà

îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

- ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ M(X) = λ;

- äèñïåðñiÿ D(X) = λ;

- ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ σ(X) =
√
λ.

Ðîçïîäië Ïóàññîíà ìà¹ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ó çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷íîãî êîíòðîëþ ÿêî-

ñòi, â òåîði¨ íàäiéíîñòi, òåîði¨ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ, äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ êiëüêîñòi âèìîã

íà âèïëàòó ñòðàõîâèõ êîìïåíñàöié çà ðiê, êiëüêîñòi äåôåêòiâ â îäíàêîâèõ âèðîáàõ.

Ïðèêëàä 2.17 Ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ïàðòiÿ iç 10 000 âèðîáiâ. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèðiá áóäå
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áðàêîâàíèì, äîðiâíþ¹ 0,003. Çíàéòè ñåðåäíþ êiëüêiñòü (ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ) òà

äèñïåðñiþ êiëüêîñòi áðàêîâàíèõ âèðîáiâ ó öié ïàðòi¨.

♢ Êiëüêiñòü âèðîáiâ (n = 10000) âåëèêà, à éìîâiðíiñòü (p = 0, 003) äîñòàòíüî ìàëà. Òîìó

ìîæíà ââàæàòè, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � êiëüêiñòü áðàêîâàíèõ âèðîáiâ ðîçïîäiëåíà

çà çàêîíîì Ïóàññîíà.

Òîäi ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ äîðiâíþ¹:

M(X) = 10000 · 0, 003 = 30.

Òîáòî ñåðåäíÿ êiëüêiñòü áðàêîâàíèõ âèðîáiâ äîðiâíþ¹ 30. Äèñïåðñiÿ êiëüêîñòi áðàêîâàíèõ

âèðîáiâ áóäå òàêîþ ñàìîþ D(X) = λ = 30. ♦

Ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië. Íåõàé ïðîâîäèòüñÿ ñåðiÿ âèïðîáóâàíü, ó êîæíîìó ç ÿêèõ

ïîäiÿ A ìîæå ç`ÿâèòèñÿ iç éìîâiðíiñòþ p i íå ç'ÿâèòèñÿ iç éìîâiðíiñòþ q = 1 − p. Âèïðî-

áóâàííÿ çóïèíÿ¹òüñÿ ïðè ïåðøié ïîÿâi ïîäi¨ A. Íåõàé äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ �

öå êiëüêiñòü âèïðîáóâàíü, íåîáõiäíèõ äëÿ ïîÿâè ïîäi¨ A. Ìíîæèíà ìîæëèâèõ çíà÷åíü Õ:

1; 2; 3;... � íåîáìåæåíà, à éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹ p1 = p, p2 = qp, p2 = q2p, ... .

Îçíà÷åííÿ 2.15 Ãåîìåòðè÷íèì íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäië éìîâiðíîñòåé, ùî îïèñó¹ êiëü-

êiñòü ñïðîá, ÿêi íåîáõiäíi äëÿ ïåðøî¨ ïîÿâè ïîäi¨ A â ñõåìi íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü

Áåðíóëëi. Ãåîìåòðè÷íèé çàêîí ðîçïîäiëó äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ âèçíà÷à¹-

òüñÿ ôîðìóëîþ:

P (X = k) = p qk−1 = p (1− p)k−1, k = 1, 2, ...,

äå p � éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ A, q = 1− p.

×èñëî 0 < p < 1 � éìîâiðíiñòü ïîÿâè ïîäi¨ A ¹ ¹äèíèì ïàðàìåòðîì ãåîìåòðè÷íîãî

ðîçïîäiëó.

Íàïðèêëàä 2.5 1) âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � êiëüêiñòü ïîñòðiëiâ, ùî ïîòðiáíî çðîáèòè

ñòðiëüöþ äî ïåðøîãî óðàæåííÿ ìiøåíi, ÿêùî éìîâiðíiñòü âëó÷åííÿ p = 0, 6, ðîçïîäiëåíà

çà çàêîíîì

P (X = k) = 0, 6 (0, 4)k−1, k = 1, 2, 3, 4, ...;

2) Õ � êiëüêiñòü ïiäêèäàíü êóáèêà, ùî íåîáõiäíî çðîáèòè äî ïåðøîãî âèïàäàííÿ òðüîõ

î÷îê (p = 1
6
), ìà¹ ðîçïîäië:

P (X = k) =
1

6
·
(
5

6

)k−1

, k = 1, 2, 3, ....

×èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ, ùî ìà¹ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië, îá-

÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

- ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ M(X) =
1

p
;
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- äèñïåðñiÿ D(X) =
q

p2
;

- ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ σ(X) =

√
q

p
.

Ïðèêëàä 2.18 Âèêîíó¹òüñÿ ñòðiëüáà ïî öiëi äî ïåðøîãî âëó÷åííÿ. Éìîâiðíiñòü âëó-

÷åííÿ ïðè îäíîìó ïîñòðiëi äîðiâíþ¹ 0,3. Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ � êiëüêîñòi âèêîíàíèõ ïîñòðiëiâ, ÿêùî êiëüêiñòü ïàòðîíiâ íåî-

áìåæåíà.

♢ Âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ � êiëüêîñòi âèêîíàíèõ ïîñòðiëiâ äî ïåðøîãî âëó÷åííÿ ìà¹ ãåî-

ìåòðè÷íèé ðîçïîäië, ïðè÷îìó p = 0, 3, q = 0, 7.

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ äîðiâíþ¹:

M(X) =
1

p
=

1

0, 3
=

10

3
≈ 3.

Òîáòî ñåðåäíÿ êiëüêiñòü âèêîðèñòàíèõ ïàòðîíiâ äî ïåðøîãî âëó÷åííÿ äîðiâíþ¹ 3.

Äèñïåðñiÿ êiëüêîñòi âèêîðèñòàíèõ ïàòðîíiâ

D(X) =
q

p2
=

0, 7

0, 09
=
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9
≈ 8.

. Îòæå, M(X) = 3, D(X) = 8. ♦

Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè

1. ßêèé ðîçïîäië ÄÂÂ íàçèâà¹òüñÿ áiíîìiàëüíèì? Çà ÿêîþ ôîðìóëîþ îá÷èñëþþòüñÿ

éìîâiðíîñòi çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè?

2. ßêèìè ïàðàìåòðàìè çàäà¹òüñÿ áiíîìiàëüíèé ðîçïîäië?

3. Çà ÿêèìè ôîðìóëàìè ðîçðàõîâóþòüñÿ çíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ, äèñïåðñi¨

òà ñåðåäíüîãî êâàäðàòè÷íîãî âiäõèëåííÿ?

4. Ùî îïèñó¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà i çà ÿêîþ ôîðìóëîþ îá÷èñëþþòüñÿ éìîâiðíîñòi?

5. Âêàæiòü ïàðàìåòð, ùî âèçíà÷à¹ ïóàññîíiâñüêèé ðîçïîäië.

6. ßêi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê âèïàäêâî¨ âåëè÷èíè Õ, ðîç-

ïîäiëåíî¨ çà çàêîíîì Ïóàññîíà?

7. ßêèé ðîçïîäië ÄÂÂ íàçèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íèì? Çà ÿêîþ ôîðìóëîþ îá÷èñëþþòüñÿ

éìîâiðíîñòi çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè?

8. ßêèì ïàðàìåòðîì âèçíà÷à¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië?
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9. Çà ÿêèìè ôîðìóëàìè ðîçðàõîâóþòüñÿ ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè ãåîìåòðè÷íîãî ðîçïî-

äiëó?

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ

1. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � ÷èñëî õëîï÷èêiâ ó ñiì'¨ ç òðüîìà äiòüìè. Ñêëàñòè çàêîí

ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ òà îá÷èñëèòè ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè.

2. Íà êîíòðîëü íàäiéøëà ïàðòiÿ äåòàëåé iç öåõó. Âiäîìî, ùî 10% äåòàëåé íå âiäïîâi-

äàþòü ñòàíäàðòó. Âèïàäêîâî âçÿëè ÷îòèðè äåòàëi. Íàïèñàòè çàêîí ðîçïîäiëó âèïàä-

êîâî¨ âåëè÷èíè Õ � êiëüêîñòi íåñòàíäàðòíèõ äåòàëåé ç ÷îòèðüîõ âèáðàíèõ. Çíàéòè

÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ.

3. Àêöi¨ ïiäïðè¹ñòâ ïëàíóþòü ïðèäáàòè ÷îòèðè iíâåñòîðè. Éìîâiðíiñòü âiäìîâè âiä ïî-

êóïêè àêöié êîæíîãî ç iíâåñòîðiâ äîðiâíþ¹ 0,1. Ñêëàñòè çàêîí ðîçïîäiëó êiëüêîñòi

iíâåñòîðiâ, ÿêi ìîæóòü âiäìîâèòèñÿ âiä êóïiâëi àêöié. Çíàéòè éìîâiðíiñòü, ùî âiä

ïîêóïêè àêöié âiäìîâèòüñÿ ïðèíàéìíi îäèí iíâåñòîð.

4. Ãðàëüíèé êóáèê ïiäêèäóþòü 12 ðàçiâ. Çíàéòè: ñåðåäíþ êiëüêiñòü âèïàäàíü �6�;

äèñïåðñiþ êiëüêîñòi âèïàäàíü �6�; ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ êiëüêîñòi

âèïàäàíü �6�.

5. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � êiëüêiñòü âëó÷åíü ó ìiøåíü ïðè ï'ÿòè ïîñòðiëàõ. Éìîâið-

íiñòü âëó÷åííÿ â ìiøåíü ïðè îäíîìó ïîñòðiëi äîðiâíþ¹ 0,4. Çíàéòè ñåðåäíþ êiëüêiñòü

âëó÷åíü ïðè ïðîâåäåíèõ ï'ÿòè ïîñòðiëàõ.

6. Îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ ÷èñëà âèãðàøíèõ ëîòåðåéíèõ áiëå-

òiâ, ÿêùî ïðèäáàëè 20 áiëåòiâ, à éìîâiðíiñòü âèãðàøó íà îäèí áiëåò äîðiâíþ¹ 0,4.

7. ÄÂÂ Õ ðîçïîäiëåíà çà çàêîíîì Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ = 0, 324. Çíàéòè ìàòåìà-

òè÷íå ñïîäiâàííÿ òà ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ.

8. Çàâîä âiäïðàâèâ íà áàçó 5 000 äîáðîÿêiñíèõ âèðîáiâ. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðè ïå-

ðåâåçåííi âèðiá çàçíà¹ ïîøêîäæåííÿ äîðiâíþ¹ 0, 0002. Çíàéòè ñåðåäí¹ ÷èñëî ïîøêî-

äæåíèõ âèðîáiâ, ùî ïðèáóäóòü íà áàçó.

9. Ó êîðîáöi ¹ 4 ÷îðíi i 1 áiëà êóëÿ. Ñêëàñòè çàêîí ðîçïîäiëó ÷èñëà âèéìàíü êóëü äî

ïîÿâè áiëî¨ êóëi ó äâîõ âèïàäêàõ: à) ïiñëÿ âèéìàííÿ êóëþ íå ïîâåðòàþòü ó êîðîáêó;

á) ïîâåðòàþòü äî êîðîáêè. Îá÷èñëèòè ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

10. Âiääië òåõíi÷íîãî êîíòðîëþ çàâîäó ïåðåâiðÿ¹ ïðîäóêöiþ íà ñòàíäàðòíiñòü äî ïåðøî-

ãî áðàêó. Éìîâiðíiñòü ïîÿâè áðàêó äîðiâíþ¹ 0,2. Ñêëàñòè çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè Õ � êiëüêîñòi ïåðåâiðåíèõ âèðîáiâ äî ïåðøî¨ ïîÿâè áðàêó. Îá÷èñëèòè ÷è-

ñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ.

62



2.6 Îñíîâíi çàêîíè ðîçïîäiëó íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

Äî îñíîâíèõ çàêîíiâ ðîçïîäiëó íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí âiäíîñÿòü: ðiâíîìiðíèé,

ïîêàçíèêîâèé òà íîðìàëüíèé.

Ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië. Ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië îïèñó¹ ñèòóàöi¨, êîëè éìîâiðíiñòü

ïîÿâè áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ â çàäàíîìó iíòåðâàëi îäíàêîâà.Ó öüîìó âèïàäêó âèïàäêîâà

âåëè÷èíà ìîæå ïðèéìàòè áóäü-ÿêi çíà÷åííÿ ç iíòåðâàëó, ïðè÷îìó âñi òî÷êè öüîãî iíòåðâàëó

ðiâíîéìîâiðíi.

Îçíà÷åííÿ 2.16 Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæ-

êó [a; b], ÿêùî óñi ¨¨ ìîæëèâi çíà÷åííÿ íàëåæàòü öüîìó ïðîìiæêó i ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó

¨¨ éìîâiðíîñòåé ìà¹ âèãëÿä:

f(x) =


1

b− a
, ïðè x ∈ [a; b];

0, ïðè x /∈ [a; b].

×èñëà a òà b íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó.

Iíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ìà¹ âèãëÿä

F (x) =


0, ïðè x ⩽ a;

x− a

b− a
, ïðè a < x ⩽ b;

1, ïðè x > b.

Äëÿ ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

- ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ M(X) =
a+ b

2
;

- äèñïåðñiÿ D(X) =
(b− a)2

12
;

- ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ σ(X) =

√
3(b− a)

6
.

Éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â iíòåðâàë (α; β)

äîðiâíþ¹:

P (α < X < β) =
β − α

b− a
.

Ïðèêëàä 2.19 Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìà¹ ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ùiëü-

íiñòþ éìîâiðíîñòåé:

f(x) =


1

4
, ïðè x ∈ [2; 6];

0, ïðè x /∈ [2; 6].

Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ.
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♢ Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìà¹ ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië. Òîìó

M(X) =
a+ b

2
=

2 + 6

2
= 4;

D(X) =
(b− a)2

12
=

(6− 2)2

12
=

4

3
.

Îòæå, M(X) = 4, D(X) =
4

3
. ♦

Ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië. Ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ìà¹ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨

íàäiéíîñòi òà òåîði¨ ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ. Äàíèé ðîçïîäië îïèñó¹ ÷àñ ìiæ ïîñëiäîâíè-

ìè ïîäiÿìè ó ïðîöåñàõ, ùî âiäáóâàþòüñÿ ç ïîòiéíîþ ñåðåäíüîþ iíòåíñèâíiñòþ.

Îçíà÷åííÿ 2.17 Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé àáî åêñïîíåí-

öiàëüíèé ðîçïîäië, ÿêùî ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ:

f(x) =

{
λe−λx, ïðè x ⩾ 0;

0, ïðè x < 0.

×èñëî λ íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðîì ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó.

Iíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

F (x) =

{
0, ïðè x ⩽ 0;

1− e−λx, ïðè x > 0.

Äëÿ ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè:

- ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ M(X) =
1

λ
;

- äèñïåðñiÿ D(X) =
1

λ2
;

- ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ σ(X) =
1

λ
.

Éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ðîçïîäiëåíî¨ çà ïîêàçíèêîâèì ðîçïîäi-

ëîì, â iíòåðâàë (α; β) îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëîþ:

P (α < X < β) = e−λα − e−λβ.

Ïðèêëàä 2.20 ×àñ áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè äåÿêîãî ïðèëàäó � ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíà âè-

ïàäêîâà âåëè÷èíà Ò ç ïàðàìåòðîì λ = 0, 02. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðèëàä ïðà-

öþâàòèìå áåçâiäìîâíî íå ìåíøå 100 ãîäèí.

♢ Îñêiëüêè âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië, òî äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâið-
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íîñòi P (T ⩾ 100) âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó:

P (α < X < β) = e−λa − e−λ b.

P (T ⩾ 100) = 1−P (T < 100) = 1−P (0 < T < 100) = 1−(e−0,02·0−e−0,02·100) = 1−1+e−2 = 0, 1353.

Îòæå, P (T ⩾ 100) = 0, 1353. ♦

Ïðèêëàä 2.21 Çíàéòè ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ðîçïîäiëåíî¨ çà

çàêîíîì

f(x) =

{
4e−4x, ïðè x ⩾ 0;

0, ïðè x < 0.

♢ Äëÿ ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç ïàðàìåòðîì λ = 4 ìà¹ìî:

M(X) =
1

λ
=

1

4
= 0, 25;

D(X) =
1

λ2
=

1

16
= 0, 0625.

Îòæå, M(X) = 0, 25, D(X) = 0, 0625. ♦

Íîðìàëüíèé ðîçïîäië. Íîðìàëüíèé çàêîí ðîçïîäiëó ùå íàçèâàþòü çàêîíîì Ãàóññà

i âií âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ñåðåä iíøèõ çàêîíiâ çàéìà¹ îñîáëèâå

ìiñöå. Ãîëîâíà éîãî îñîáëèâiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âií ¹ ãðàíè÷íèì çàêîíîì, äî ÿêîãî

íàáëèæàþòüñÿ iíøi çàêîíè ðîçïîäiëó. Óíiâåðñàëüíiñòü íîðìàëüíîãî çàêîíó ïîÿñíþ¹òüñÿ

òèì, ùî áóäü-ÿêà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà ¹ ñóìîþ âåëèêî¨ êiëüêîñòi îêðåìèõ ÷èñëîâèõ

çíà÷åíü, êîæíå ç ÿêèõ ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ ðiçíèì çàêîíàì ðîçïîäiëó i íåñóòò¹âî âïëèâà¹

íà ñóìó, ðîçïîäiëåíà ìàéæå çà íîðìàëüíèì çàêîíîì.

Îçíà÷åííÿ 2.18 Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäiëåíîþ íîð-

ìàëüíî, ÿêùî ¨¨ äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé ìà¹ âèãëÿä:

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−a)2

2σ2

äå a � ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ , σ � ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ íîðìàëüíîãî ðîç-

ïîäiëó.

×èñëà a, σ íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.

Ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) íàçèâàþòü íîðìàëüíîþ êðèâîþ àáî êðèâîþ Ãàóññà.
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Ðèñ. 2.5: íîðìàëüíà êðèâà

Íîðìàëüíà êðèâà ïðè x = a äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó f(a) =
1

σ
√
2π

i ¹ ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî

ïðÿìî¨ x = a.

Iíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

F (x) =
1

σ
√
2 π

∫ x

−∞
e−

(x−a)2

2σ2 dx

Íîðìàëüíèé çàêîí ðîçïîäiëó ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì òà

äèñïåðñi¹þ (ñåðåäíiì êâàäðàòè÷íèì âiäõèëåííÿì): M(X) = a, D(X) = σ2, σ(X) = σ.

Äëÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â iíòåðâàë

(α; β) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

P (α < X < β) = Φ

(
β − a

σ

)
− Φ

(
α− a

σ

)

äå Φ(x) � ôóíêöiÿ Ëàïëàñà, çíà÷åííÿ ÿêî¨ âèçíà÷à¹ìî ïî Òàáëèöi 2.

Äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíà, ÿêà ðîçïîäiëåíà çà íîðìàëüíèì çàêîí, âàæëèâèì ¹ �ïðàâè-

ëî òðüîõ ñèãì�: ìàéæå äîñòîâiðíî, ùî íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ìîæå

âiäõèëÿòèñÿ âiä ñâîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ íå áiëüøå, íiæ íà ïîòðî¹íå ñåðåäí¹

êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ

P (|X − a| ⩽ 3σ) = 0, 997.

Íà ïðàêòèöi öå ïðàâèëî âèêîðèñòîâóþòü òàê: ÿêùî çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

Õ íåâiäîìèé, àëå |X − a| ⩽ 3σ, òîäi ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî Õ ðîçïîäiëåíà íîðìàëüíî.

Ïðèêëàä 2.22 Çðiñò ñòóäåíòiâ ãðóïè ðîçïîäiëåíî çà íîðìàëüíèì çàêîíîì, ïðè÷îìó

a = 175ñì, σ = 6ñì. Âèçíà÷èòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íàâìàííÿ âèáðàíèé iç ãðóïè
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ñòóäåíò ìàòèìå çðiñò âiä 170 äî 180 ñì.

♢ Âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ � çðiñò ñòóäåíòiâ. Òîäi äëÿ îá÷èñëåííÿ P (170 < X < 180)

âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó

P (α < X < β) = Φ

(
β − a

σ

)
− Φ

(
α− a

σ

)
,

P (170 < X < 180) = Φ

(
180− 175

6

)
−Φ

(
170− 175

6

)
= Φ

(
5

6

)
−Φ

(
−
5

6

)
= 2Φ

(
5

6

)
= 0, 5934.

Îòæå, øóêàíà éìîâiðíiñòü ðiâíà 0,5934. ♦

Ïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè

1. ßêèé ðîçïîäië ÍÂÂ íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíèì?

2. ßê çàïèñó¹òüñÿ iíòåãðàëüíà òà äèôåðåíöiàëüíi ôóíêöi¨ ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó?

3. ßêèìè ïàðàìåòðàìè çàäà¹òüñÿ ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië?

4. Çà ÿêèìè ôîðìóëàìè ðîçðàõîâóþòüñÿ çíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ, äèñïåðñi¨

òà ñåðåäíüîãî êâàäðàòè÷íîãî âiäõèëåííÿ äëÿ ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó?

5. ßê îá÷èñëþ¹òüñÿ éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè-

÷èíè â çàäàíèé iíòåðâàë?

6. Ñôîðìóëþéòå îçíà÷åííÿ ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó i çàïèøiòü ôîðìóëè, ÿêèìè çàäà-

¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíà òà iíòåãðàëüíà ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó.

7. ßêèé ïàðàìåòð âèçíà÷à¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië?

8. ßêi ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê ïîêàçíèêîâî ðîçïîäiëåíî¨ âè-

ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ?

9. ßê îá÷èñëþ¹òüñÿ éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ ïîêàçíèêîâî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â çàäà-

íèé iíòåðâàë?

10. ßê âèçíà÷à¹òüñÿ íîðìàëüíèé ðîçïîäië? ßêîþ ôîðìóëîþ çàäà¹òüñÿ ùiëüíiñòü ðîçïî-

äiëó òà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó?

11. ßêi ïàðàìåòðè âèçíà÷àþòü íîðìàëüíèé ðîçïîäië?

12. ßê îá÷èñëþ¹òüñÿ éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ íîðìàëüíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â çàäàíèé

iíòåðâàë?
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ

1. Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìà¹ ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië i çàäàíà iíòåãðàëüíîþ

ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó:

F (x) =


0, ïðè x ⩽ 0;

x

3
, ïðè 0 < x ⩽ 3;

1, ïðè x > 3.

Çàïèñàòè äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó òà îá÷èñëèòè ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè.

2. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìà¹ ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië i çàäàíà iíòåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ

ðîçïîäiëó:

F (x) =


0, ïðè x ⩽ 4;

Ax− 8

6
, ïðè 4 < x ⩽ 7;

1, ïðè x > 7.

Çíàéòè à) ïàðàìåòð À; á) äèñïåðñiþ; â) éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

â iíòåðâàë (5; 6).

3. Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìà¹ ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië i çàäàíà ùiëüíiñòþ ðîç-

ïîäiëó:

f(x) =

{
C, ïðè x ∈ (2; 7];

0, ïðè x /∈ (2; 7].

Çíàéòè à) ïàðàìåòð C; á) ôóíêöiþ ðîçïîäiëó; â)M(X); ã) ïîáóäóâàòè ãðàôiêè ôóí-

êöié F (x), f(x).

4. Íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië i çàäàíà ôóíêöi¹þ

ðîçïîäiëó:

F (x) =

{
1− e−5x, ïðè x ⩾ 0;

0, ïðè x < 0.

Çíàéòè äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó òà îá÷èñëèòè ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè.

5. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ, ðîçïîäiëåíà çà ïîêàçíèêîâèì ðîçïîäiëîì

f(x) =

{
3e−3x, ïðè x ⩾ 0;

0, ïðè x < 0.

Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî Õ ïîòðàïèòü â iíòåðâàë (0, 4; 1).

6. Äèñïåðñiÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Õ, ÿêà ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië, äîðiâíþ¹
1

16
. Çà-

ïèñàòè iíòåãðàëüíó òà äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó.

7. ×àñ ðîáîòè ïðèëàäó ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië. Çíàéòè éìîâiðíiñòü éîãî áåçâiäìîâ-

íî¨ ðîáîòè ïðîòÿãîì 600 ãîäèí, ÿêùî ñåðåäíié ÷àñ ðîáîòè ïðèëàäó � 400 ãîäèí.
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8. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Õ � òðèâàëiñòü ðîáîòè åëåìåíòà ìà¹ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó f(x) =

0, 003e−0,003t, t > 0. Çíàéòè à) ñåðåäíié ÷àñ ðîáîòè åëåìåíòà; á) éìîâiðíiñòü òîãî, ùî

åëåìåíò áóäå ïðàöþâàòè íå ìåíøå 400 ãîäèí.

9. Çàäàíà ùiëüíiñòü éìîâiðíîñòåé

f(x) =
1

5
√
2 π

e−
(x−1)2

50

Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ.

10. Êiëüêiñòü áàëiâ, îäåðæàíèõ ñòóäåíòàìè ïðè òåñòóâàííi äëÿ âèçíà÷åííÿ ¨õ çäiáíî-

ñòåé, îïèñó¹òüñÿ íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì iç ñåðåäíiì çíà÷åííÿì 155 áàëiâ i ñåðåäíiì

êâàäðàòè÷íèì âiäõèëåííÿì 15 áàëiâ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèáðàíèé íàâìàííÿ

ñòóäåíò áóäå ìàòè âiä 160 äî 176 áàëiâ?

11. Iíñòèòóò ñåéñìîëîãi¨ çiáðàâ äàíi, ÿêi ñòîñóâàëèñÿ ÷àñòîòè çåìëåòðóñiâ ó ñâiòi âåëè÷è-

íîþ â 5,0 áàëiâ i áiëüøå çà øêàëîþ Ðiõòåðà. Áóëî âñòàíîâëåíî, ùî êiëüêiñòü çåìëå-

òðóñiâ îïèñó¹òüñÿ íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì ç ñåðåäíiì çíà÷åííÿì 24 i ñåðåäíiì êâà-

äðàòè÷íèì âiäõèëåííÿì � 5. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çà 1 ðiê ìîæå áóòè áiëüøå,

íiæ 32 çåìëåòðóñè?

12. Êiëüêiñòü äçâiíêiâ äî ïîëiöi¨ ó âåëèêîìó ìiñòi çà 24-ãîäèííèé ïåðiîä òî÷íî íå âè-

çíà÷åíà i ðîçïîäiëÿ¹òüñÿ çà íîðìàëüíèì çàêîíîì ðîçïîäiëó. Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ 420 i

ñåðåäí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ � 50 äçâiíêiâ. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïåâíîãî äíÿ

êiëüêiñòü äçâiíêiâ áóäå ìåíøîþ çà 300?

13. Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ðîçïîäiëó äîõîäiâ ïðàöiâíèêiâ ôiðìè ñêëàäà¹ 1400 ãð.îä. i ñåðå-

äí¹ êâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ 180 ãð.îä. ßêùî ïðàöiâíèêà âèáðàíî íàâìàííÿ, òî ÿêà

éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âií çàðîáëÿ¹ áiëüøå 1600 ãð.îä.?

14. Çðiñò ÷îëîâiêiâ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà ðîçïîäiëåíà çà íîðìàëüíèì çàêîíîì iç

äèñïåðñi¹þ 64ñì2. Ñåðåäíié çðiñò ÷îëîâiêiâ 176 ñì. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çðiñò

íàâìàííÿ âèáðàíîãî ÷îëîâiêà: à) çíàõîäèòüñÿ â ìåæàõ âiä 170 äî 185 ñì; á) âiäõè-

ëÿ¹òüñÿ âiä ñåðåäíüîãî çðîñòó â òîé ÷è iíøèé áiê íå áiëüøå, íiæ íà 5 ñì. Çíàéòè

iíòåðâàë, ó ÿêîìó iç éìîâiðíiñòþ 0,9973 çíàõîäèòüñÿ çðiñò ÷îëîâiêiâ.
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