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Âñòóï

Íàâ÷àëüíî-ìåòîäè÷íèé ïîñiáíèê ïðèñâÿ÷åíèé âèáðàíèì ðîçäiëàì íàâ÷àëü-
íî¨ äèñöèïëiíè "Âèùà ìàòåìàòèêà", ÿêà âèâ÷à¹òüñÿ çäîáóâà÷àìè ïåðøîãî
ðiâíÿ âèùî¨ îñâiòè. Çîêðåìà â ïîñiáíèêó ðîçãëÿíóòi ðîçäiëè: "Íåâèçíà÷åíèé
iíòåãðàë", "Âèçíà÷åíèé iíòåãðàë òà éîãî çàñòîñóâàííÿ", "Íåâëàñíi iíòåãðà-
ëè".

Êîæåí ðîçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç îêðåìèõ ïiäðîçäiëiâ, ÿêi ìiñòÿòü ïîâíèé âè-
êëàä òåîðåòè÷íîãî ìàòåðiàëó, ÿêèé ìà¹ áóòè çàñâî¹íèé çäîáóâà÷àìè, çðàçêè
ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷, çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ. Îïðàöþâàííÿ
ìàòåðiàëó, âèêëàäåíîãî ó ïîñiáíèêó, íàäàñòü çìîãó çäîáóâà÷àì ïiäãîòóâàòèñÿ
äî íàïèñàííÿ ìîäóëüíèõ êîíòðîëüíèõ ðîáiò òà äî ïiäñóìêîâîãî êîíòðîëþ.

Â êiíöi ïîñiáíèêà íàâåäåíî ïîêàæ÷èê âñiõ òåðìiíiâ, ÿêèé, íà äóìêó àâòîðà,
êðàùå çîði¹íòó¹ ñòóäåíòiâ ó âèêëàäåíîìó ìàòåðiàëi.

ßê âæå âiäìi÷àëîñÿ, â ïîñiáíèêó íàâåäåííi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷. Äëÿ òîãî, ùîá
ïîìiòèòè ïî÷àòîê òà çàêií÷åííÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðèêëàäó áóäåìî âèêîðèñòîâó-
âàòè âiäïîâiäíî çíà÷êè ♢ , ♦.
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Ðîçäië 1

Íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë

1.1 Ïîíÿòòÿ ïåðâiñíî¨ ôóíêöi¨ òà íåâèçíà÷åíîãî

iíòåãðàëó

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó, ùî çà ñâî¹þ ïðèðîäîþ ¹ îáåðíåíîþ äî
çàäà÷i äèôåðåíöiþâàííÿ ôóíêöi¨. ßêùî â äèôåðåíöiàëüíîìó ÷èñëåííi ñòàâè-
ëàñÿ çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨, òî â iíòåãðàëüíîìó ÷èñëåííi
áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó ïðî âiäøóêàííÿ ôóíêöi¨, ïîõiäíà ÿêî¨ âiäîìà, çà-
äàíà.

Ïðèêëàä 1.1. Íåõàé âiäîìî, ùî

f ′(x) = 4 (1.1)

Ïîòðiáíî çíàéòè ôóíêöiþ f(x), äëÿ ÿêî¨ áóäå âèêîíóâàòèñÿ óìîâà (1.1).

Òàêîþ ôóíêöi¹þ áóäå
f(x) = 4x, (1.2)

îñêiëüêè (4x)′ = 4. Àëå òàêîæ ¹ î÷åâèäíèì, ùî i ôóíêöi¨ f(x) = 4x+4, f(x) =
= 4x − 3 òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.1), îñêiëüêè ôóíêöi¨ âiäðiçíÿþòüñÿ
íà ñòàëó, ïîõiäíà ç ÿêî¨ ðiâíà íóëþ. Áiëüøå òîãî, áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ âèãëÿäó

f(x) = 4x+ C, C = const (1.3)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1.1).

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ôóíêöiÿ F (x) íàçèâà¹òüñÿ ïåðâiñíîþ ôóíêöi¨ f(x) íà äåÿêî-
ìó ïðîìiæêó X, ÿêùî F (x) íåïåðåðâíà íà öüîìó ïðîìiæêó, äèôåðåíöiéîâàíà
â êîæíié âíóòðiøíié òî÷öi ïðîìiæêó i

F ′(x) = f(x).

4



Òåîðåìà 1.1. ßêùî F (x)�ïåðâiñíà ôóíêöi¨ f(x) íà ïðîìiæêó X, òî âñÿêà
iíøà ïåðâiñíà ôóíêöi¨ f(x) íà X ìà¹ âèãëÿä F (x) + C.

Òàêèì ÷èíîì ó ïðèêëàäi 1.1 ïåðâiñíà ôóíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä (1.3), òîáòî

F (x) = 4x+ C, (1.4)

äå C � äîâiëüíà ñòàëà.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ñóêóïíiñòü óñiõ ïåðâiñíèõ ôóíêöi¨ f(x) íàçèâà¹òüñÿ íåâè-
çíà÷åíèì iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f(x) i ïîçíà÷à¹òüñÿ∫

f(x)dx = F (x) + C, C = const (1.5)

Ñèìâîë
∫
íàçèâàþòü çíàêîì iíòåãðàëó , f(x) � ïiäiíòåãðàëüíîþ ôóíêöi-

¹þ, f(x)dx � ïiäiíòåãðàëüíèì âèðàçîì, x � çìiííîþ iíòåãðóâàííÿ.
ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ïåðâiñíó, òî ñïðàâåäëèâèìè ¹ íàñòóïíi âëàñòèâî-

ñòi íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó:

1.
(∫

f(x)dx
)′
= f(x);

2. d
(∫

f(x)dx
)
= f(x)dx;

3.
∫
F ′(x)dx = F (x) + C;

4.
∫
dF (x) = F (x) + C;

5.
∫
A · f(x)dx = A ·

∫
f(x)dx,A = const;

6.
∫
(f1(x) + f2(x)) dx =

∫
f1(x)dx+

∫
f2(x)dx;

7. ßêùî
∫
f(x)dx = F (x) + C, òî

∫
f(a · x+ b)dx =

1

a
F (a · x + b) + C, äå

a, b = const, a ̸= 0.

Íàâåäåìî òàáëèöþ íåâèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ äëÿ åëåìåíòàðíèõ ôóí-
êöié:

1.
∫
xndx =

xn+1

n+ 1
+ C, (n ̸= −1), ó òîìó ÷èñëi

�
∫
dx = x+ C;

�
∫ √

x dx =
2

3
x
√
x+ C;
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�
∫ 1
√
x
dx = 2

√
x+ C;

2.
∫ 1

x
dx = ln |x|+ C;

3.
∫
ax dx =

ax

ln a
+ C, ó òîìó ÷èñëi

∫
exdx = ex + C;

4.
∫
sinx dx = − cosx+ C;

5.
∫
cosx dx = sinx+ C;

6.
∫ 1

cos2 x
dx = tg x+ C;

7.
∫ 1

sin2 x
dx = − ctg x+ C;

8.
∫ 1

a2 + x2
dx =

1

a
arctg

x

a
+ C = −

1

a
arcctg

x

a
+ C, (a ̸= 0), ó òîìó ÷èñëi∫ 1

1 + x2
dx = arctg x+ C = − arcctg x+ C;

9.
∫ 1
√
a2 − x2

dx = arcsin
x

a
+ C = − arccos

x

a
+ C, (a ̸= 0), ó òîìó ÷èñëi∫ 1

√
1− x2

dx = arcsinx+ C = − arccosx+ C;

10.
∫ 1
√
x2 ± a2

dx = ln
∣∣x+√

x2 ± a2
∣∣+ C;

11.
∫ 1

x2 − a2
dx =

1

2a
ln

∣∣∣∣∣x− a

x+ a

∣∣∣∣∣+ C;

12.
∫ 1

cosx
dx = ln

∣∣∣∣∣tg
(
x

2
+
π

4

)∣∣∣∣∣+ C = ln

∣∣∣∣∣ 1

cosx
+ tg x

∣∣∣∣∣+ C;

13.
∫ 1

sinx
dx = ln

∣∣∣∣∣tg x2
∣∣∣∣∣+ C = ln

∣∣∣∣∣ 1

sinx
− ctg x

∣∣∣∣∣+ C;
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14.
∫ x

x2 ± a2
dx =

1

2
ln
∣∣x2 ± a2

∣∣+ C;

15.
∫
shx dx = chx+ C;

16.
∫
chx dx = shx+ C;

17.
∫
tg x dx = − ln | cosx|+ C;

18.
∫
ctg x dx = ln | sinx|+ C.

1.2 Ìåòîäè îá÷èñëåííÿ íåâèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ

1.2.1 Áåçïîñåðåäí¹ iíòåãðóâàííÿ íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó

Ìåòîä áåçïîñåðåäíüîãî iíòåãðóâàííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà çàãàëüíèõ âëàñòèâî-
ñòÿõ íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó òà òàáëèöi íåâèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ. ×àñòèííèì
âèïàäêîì ¹ ìåòîä ðîçêëàäàííÿ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ íà ñóìó.

Ïðèêëàä 1.2. Çíàéòè iíòåãðàë ∫
dx√
x2 − 16

.

♢ Âèêîðèñòà¹ìî òàáëè÷íèé iíòåãðàë∫
1

√
x2 ± a2

dx = ln
∣∣∣x+√x2 ± a2

∣∣∣+ C .∫
dx√
x2 − 16

= ln
∣∣∣x+√x2 − 16

∣∣∣+ C. ♦

Ïðèêëàä 1.3. Çíàéòè iíòåãðàë ∫
(2− x3)2dx .

♢
∫

(2− x3)2dx =

∫
(4− 4x3 + x6)dx =

∫
4dx−

∫
4x3dx+

∫
x6dx =

= 4

∫
dx− 4

∫
x3dx+

∫
x6dx = 4x− 4

x4

4
+
x7

7
+ C = 4x− x4 +

x7

7
+ C. ♦
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Ïðèêëàä 1.4. Çíàéòè iíòåãðàë∫ (
1

3
√
x4

− 4
√
x− 3x2 + 5x− 7

)
dx.

♢
∫ (

1
3
√
x4

− 4
√
x− 3x2 + 5x− 7

)
dx =

∫
1

3
√
x4
dx− 4

∫ √
x dx−

−3

∫
x2 dx+ 5

∫
x dx− 7

∫
dx =

x−
4
3+1

−4
3 + 1

− 4
x

1
2+1

1
2 + 1

− 3
x3

3
+ 5

x2

2
− 7x+ C =

= −3x−
1
3 −

8x
3
2

3
− x3 +

5x2

2
− 7x+ C =

− 3
3
√
x
−

8x
√
x

3
− x3 +

5x2

2
− 7x+ C. ♦

Ïðèêëàä 1.5. Çíàéòè iíòåãðàë∫
2
√
x− 5x2

3x
√
x

dx.

♢
∫

2
√
x− 5x2

3x
√
x

dx =

∫
2x

1
2 − 5x2

3x
3
2

dx =
2

3

∫
x

1
2

x
3
2

dx−
5

3

∫
x2

x
3
2

dx =

=
2

3

∫
1

x
dx−

5

3

∫
x

1
2 dx =

2

3
ln |x| −

5

3

x
3
2

3
2

+ C =
2

3
ln |x| −

10

9
x
√
x+ C . ♦

Ïðèêëàä 1.6. Çíàéòè íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë∫
tg2 xdx

òà çðîáèòè ïåðåâiðêó.

♢
∫

tg2 x dx =

∫
sin2 x
cos2 x dx =

∫
1−cos2 x
cos2 x dx =

∫ (
1

cos2 x − 1
)
dx = tg x− x+ C .

Çðîáèìî ïåðåâiðêó:

(tg x− x+ C)′ =
1

cos2 x
− 1 =

1− cos2 x

cos2 x
=

sin2 x

cos2 x
= tg2 x . ♦
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ
Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè:

1.

∫
sin2

x

2
dx, 2.

∫
sin(5x− 2) dx, 3.

∫
(8x3 − 6 cosx+ ex) dx,

4.

∫ (
2
√
x
+

3
3
√
x
−

5

x2

)
dx, 5.

∫ √
x+ x3 − x2

x3
dx, 6.

∫
(x2 − 1)(x2 + 2)

3
√
x2

dx,

7.

∫
x2 + x+ 1

x(x2 + 1)
dx, 8.

∫
1

x2 + 7
dx, 9.

∫ √
2 + x−

√
2− x

√
4− x2

dx,

10.

∫
ctg2 x dx, 11.

∫
(sin2

x

2
+ 2 cosx)dx, 12.

∫
5 + sin3 x

sin2 x
dx,

13.

∫
sin2 x+ 2 sinx− 3

sin2 x
dx, 14.

∫
1 + cos2 x

1 + cos 2x
dx, 15.

∫
sin

(
3x

2
+ 2

)
dx.

1.2.2 Çàìiíà çìiííî¨ ó íåâèçíà÷åíîìó iíòåãðàëi

Ìåòîä çàìiíè çìiííî¨ àáî ïiäñòàíîâêè  ðóíòó¹òüñÿ íà ââåäåííi ïiä çíàê
iíòåãðàëà íîâî¨ çìiííî¨, ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ÿêî¨ îäåðæó¹ìî iíòåãðàë, ÿêèé îá-
÷èñëþ¹òüñÿ ìåòîäîì áåçïîñåðåäíüîãî iíòåãðóâàííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ïiäñòàíîâêè äâîõ âèäiâ:
1) Íåõàé iíòåãðàë

∫
f(x)dx íå îá÷èñëþ¹òüñÿ øëÿõîì áåçïîñåðåäíüîãî ií-

òåãðóâàííÿ. Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ôóíêöiþ x = φ(t), òîäi dx = φ′(t)dt, äå
φ(t), φ′(t) � íåïåðåðâíi íà äåÿêîìó ïðîìiæêó ôóíêöi¨. Òîäi ñïðàâåäëèâîþ
áóäå ôîðìóëà: ∫

f(x)dx =

∫
f [φ(t)]φ′(t)dt . (1.6)

2) Ââåäåìî íîâó çìiííó t = ϕ(x), òîäi ôîðìóëà çàìiíè çìiííî¨ áóäå ìàòè
âèãëÿä: ∫

f [ϕ(x)] · ϕ′(x)dx =

∫
f(t)dt (1.7)

Ïðèêëàä 1.7. Çíàéòè iíòåãðàë ∫
sin 3

√
x

3
√
x2

dx.
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♢ Äëÿ çíàõîäæåííÿ äàíîãî iíòåãðàëó âèêîðèñòà¹ìî çàìiíó çãiäíî ôîðìóëè
(1.6) ∫

sin 3
√
x

3
√
x2

dx =

[
x = t3,

dx = 3t2dt

]
=

∫
sin t · 3t2dt

t2
=

= 3

∫
sin tdt = −3 cos t+ C = −3 cos 3

√
x+ C. ♦

Ïðèêëàä 1.8. Çíàéòè iíòåãðàë ∫ √
arctg x

x2 + 1
dx.

♢ Äëÿ çíàõîäæåííÿ äàíîãî iíòåãðàëó âèêîðèñòà¹ìî çàìiíó çìiííî¨ çãiäíî
ôîðìóëè (1.7)∫ √

arctg x

x2 + 1
dx =

 arctg x = t,

1

x2 + 1
dx = dt

 =

∫ √
t dt =

∫
t
1
2 dt =

t
1
2+1

1
2 + 1

+ C

=
2

3
t
√
t+ C =

2

3
arctg x

√
arctg x+ C. ♦

Ïðèêëàä 1.9. Çíàéòè iíòåãðàë ∫
x7

√
1− x16

dx.

♢ Âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó (1.7):∫
x7√

1− x16
dx =

 x8 = t,
8x7dx = dt,
x7dx = 1

8dt

 =
1

8

∫
dt

√
1− t2

=

=
1

8
arcsin t+ C =

1

8
arcsinx8 + C. ♦

×àñòèííèì âèïàäêîì ìåòîäó çàìiíè çìiííî¨ ¹ ìåòîä ïiäâåäåííÿ ïiä çíàê
äèôåðåíöiàëà, ÿêèé  ðóíòó¹òüñÿ íà iíâàðiàíòíîñòi ôîðìóëè iíòåãðóâàííÿ. Ií-
òåãðóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ:∫

f [φ(x)] · φ′(x)dx =

∫
f [φ(x)] · d(φ(x)) = F [φ(x)] + C . (1.8)

Çãiäíî äàíîãî ìåòîäó ó ïiäiíòåãðàëüíîìó âèðàçi âèäiëÿþòü ìíîæíèê i ïiäâî-
äÿòü éîãî ïiä çíàê äèôåðåíöiàëà, êåðóþ÷èñü òèì, ùîá ó ôóíêöi¨, ÿêà çàëèøè-
ëàñÿ ïiä çíàêîì iíòåãðàëà i ó äèôåðåíöiàëà áóâ îäíàêîâèé íîâèé àðãóìåíò.
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Ïðèêëàä 1.10. Çíàéòè iíòåãðàë ∫
e
√
x

√
x
dx.

♢ Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ïiäâåäåííÿ ôóíêöi¨ ïiä çíàê äèôåðåíöiàëà, à ñàìå

ôóíêöiþ
1
√
x
çàïèøåìî ïiä çíàê äèôåðåíöiàëà:

∫
e
√
x

√
x
dx =

[
dx
√
x
= 2d(

√
x)

]
= 2

∫
e
√
xd(

√
x) = 2e

√
x + C. ♦

Ïðèêëàä 1.11. Çíàéòè iíòåãðàë ∫
ln2 x

x
dx.

♢
∫

ln2 x

x
dx =

[
dx

x
= d(lnx)

]
=

∫
ln2 x d(lnx) =

ln3 x

3
+ C. ♦

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ
Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè:

16.

∫
x
√

5x2 + 2 dx, 17.

∫
x3dx

√
3 + x4

, 18.

∫
ex sin(ex) dx,

19.

∫
cos lnx

dx

x
, 20.

∫
x

x4 + 4
dx, 21.

∫
3x

√
1− 9x

dx,

22.

∫
earcsinx + x+ 2

√
1− x2

dx, 23.

∫
2x−

√
arccosx

√
1− x2

dx, 24.

∫
sinx

(cosx− 1)3
dx,

25.

∫
5
√
tg x

cos2 x
dx, 26.

∫
sinx

25 + cos2 x
dx, 27.

∫
dx

arccos 2x ·
√
1− 4x2

,

28.

∫
x

3x2 + 8
dx, 29.

∫
earctg 6x

1 + 36x2
dx, 30.

∫
dx

(2x+ 5) ln2(2x+ 5)
.
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1.2.3 Ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

Íåõàé íà äåÿêîìó ïðîìiæêó X çàäàíi íåïåðåðâíi òà äèôåðåíöiéîâàíi ó
âñiõ âíóòðiøíiõ òî÷êàõ öüîãî ïðîìiæêó ôóíêöi¨ u = u(x) òà v = v(x).

Äîáðå âiäîìî, ùî
d(uv) = udv + vdu .

Ïðîâåäåìî iíòåãðóâàííÿ ðiâíîñòi∫
d(uv) =

∫
udv +

∫
vdu .

Îñêiëüêè
∫
d(uv) = uv, òî

uv =

∫
udv +

∫
vdu,

çâiäêè ∫
udv = uv −

∫
vdu. (1.9)

Ôîðìóëà (1.9) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè.
Çà äîïîìîãîþ äàíî¨ ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó

∫
u · dv çâîäèòüñÿ äî

îá÷èñëåííÿ
∫
v · du. Äëÿ öüîãî çà âiäîìîþ ôóíêöi¹þ u çíàõîäèìî du, à iç dv

âèçíà÷à¹ìî v.
Áiëüøà ÷àñòèíà iíòåãðàëiâ, ÿêi ìîæóòü áóòè îá÷èñëåíi ìåòîäîì iíòåãðóâà-

ííÿ ÷àñòèíàìè, ìîæíà ðîçáèòè íà òàêi òðè ãðóïè:
1)

∫
Pn(x)


ekx

sin kx
cos kx

 dx =


u = Pn(x), du = (Pn(x))

′dx = Pn−1(x)dx,

dv =


ekx

sin kx
cos kx

 dx, v =
1

k


ekx

− cos kx
sin kx




äå Pn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n, k � äiéñíå ÷èñëî (k ̸= 0).
2)

∫ 
lnx
arcsinx
arctg x

Pn(x)dx =

 u =


lnx
arcsinx
arctg x

 , du =


1
x

1√
1−x2

1
1+x2

 dx,

dv = Pn(x)dx, v =
∫
Pn(x)dx = Pn+1(x)


12



3) Iíòåãðàëè âèäó:∫
eαx
{

sin βx
cos βx

}
dx,

∫
cos(lnx)dx,

∫
sin(lnx)dx.

Ïîçíà÷àþ÷è íåâiäîìèé iíòåãðàë ÷åðåç I i ïðîâîäÿ÷è äâîêðàòíå iíòåãðóâàííÿ
÷àñòèíàìè, ñêëàäà¹ìî äëÿ I ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ñòåïåíÿ i çíàõîäèìî çíà÷åííÿ
iíòåãðàëó I.

Íàäçâè÷àéíî âàæëèâèì ¹ ïðàâèëüíèé âèáið u òà dv. ßêùî öåé âèáið ïðî-
âåñòè íåâäàëî, òî, çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (1.9), ìîæíà îòðèìàòè ùå áiëüø
ñêëàäíèé iíòåãðàë.

Iíòåãðàëè∫
x

cos2 x
dx,

∫
x

sin2 x
dx,

∫ √
1− x2 dx,

∫
1

(x2 + 1)2
dx

íå íàëåæàòü äî æîäíî¨ iç âêàçàíèõ ãðóï, àëå îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ
ôîðìóëè (1.9). Òîìó, ìîæíà ãîâîðèòè, ùî íàâåäåíà âèùå êëàñèôiêàöiÿ ¹ óìîâ-
íîþ.

Ïðèêëàä 1.12. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë ìåòîäîì iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè∫
x2 · exdx.

♢ ∫
x2 · exdx =

[
u = x2, du = 2x dx;
dv = exdx, v = ex

]
= x2ex − 2

∫
x · exdx =

=

[
u = x, du = dx;
dv = exdx, v = ex

]
= x2ex − 2

(
xex −

∫
exdx

)
=

= x2ex − 2 (xex − ex) + C = ex
(
x2 − 2x+ 2

)
+ C . ♦

Ïðèêëàä 1.13. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë∫
x · arctg xdx .

♢ Äëÿ îá÷èñëåííÿ çàäàíîãî iíòåãðàëó âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ
÷àñòèíàìè:

∫
x · arctg xdx =

 u = arctg x, du =
1

1 + x2
dx;

dv = x dx, v =
1

2
x2

 =
1

2
x2 arctg x−
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−
1

2

∫
x2

1 + x2
dx =

1

2
x2 arctg x−

1

2

∫
(x2 + 1)− 1

1 + x2
dx =

1

2
x2 arctg x−

−
1

2

∫
1−

1

1 + x2
dx =

1

2
x2 arctg x−

1

2
x+

1

2
arctg x+ C . ♦

Ïðèêëàä 1.14. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë∫
e2x cos 3xdx

♢ Äëÿ îá÷èñëåííÿ çàäàíîãî iíòåãðàëó âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó (1.9)

∫
e2x cos 3xdx =

 u = e2x, du = 2e2xdx;

dv = cos 3xdx, v =
1

3
sin 3x

 =
1

3
e2x sin 3x−

−
2

3

∫
e2x sin 3x dx =

 u = e2x, du = 2e2xdx;

dv = sin 3xdx, v = −
1

3
cos 3x

 =

=
1

3
e2x sin 3x−

2

3

(
−
1

3
e2x cos 3x+

2

3

∫
e2x cos 3xdx

)
=

=
1

3
e2x sin 3x+

2

9
e2x cos 3x−

4

9

∫
e2x cos 3xdx .

Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äâà ðàçè, îäåðæàëè ðiâíiñòü∫
e2x cos 3x dx =

1

3
e2x sin 3x+

2

9
e2x cos 3x−

4

9

∫
e2x cos 3x dx,

ç ÿêî¨ âèçíà÷à¹ìî øóêàíèé iíòåãðàë

13

9

∫
e2x cos 3xdx =

1

9
e2x (3 sin 3x+ 2 cos 3x) ,

∫
e2x cos 3xdx =

1

13
e2x (3 sin 3x+ 2 cos 3x) + C. ♦

Ïðèêëàä 1.15. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë∫ √
x2 + 4 dx .
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♢ Äëÿ îá÷èñëåííÿ çàäàíîãî iíòåãðàëó äâà ðàçè âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó (1.9)

∫ √
x2 + 4 dx =

 u =
√
x2 + 4, du =

x
√
x2 + 4

dx;

dv = dx, v = x

 = x
√
x2 + 4−

−
∫

x2
√
x2 + 4

dx = x
√
x2 + 4−

∫
(x2 + 4)− 4
√
x2 + 4

dx =

= x
√
x2 + 4−

∫ (√
x2 + 4−

4
√
x2 + 4

)
dx = x

√
x2 + 4−

−
∫ √

x2 + 4 dx+ 4 ln
∣∣∣x+√x2 + 4

∣∣∣ .
Â ðåçóëüòàòi ïðîâåäåíîãî iíòåãðóâàííÿ îäåðæàíî ðiâíiñòü∫ √

x2 + 4 dx = x
√
x2 + 4−

∫ √
x2 + 4 dx+ 4 ln

∣∣∣x+√x2 + 4
∣∣∣

iç ÿêî¨ âèçíà÷à¹ìî
∫ √

x2 + 4 dx

2

∫ √
x2 + 4 dx = x

√
x2 + 4 + 4 ln

∣∣∣x+√x2 + 4
∣∣∣ ,

∫ √
x2 + 4 dx =

1

2

(
x
√
x2 + 4 + 4 ln

∣∣∣x+√x2 + 4
∣∣∣)+ C. ♦

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ.
Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè:

31.

∫
(3x+ 2) cosx dx, 32.

∫
x sin 7x dx, 33.

∫
lnx dx, 34.

∫
x2 cos 4x dx,

35.

∫
ex sin 3x dx, 36.

∫
e−x(2 + 3x)dx, 37.

∫
arctg

√
3x− 1 dx,

38.

∫
x arctg x
√
1 + x2

dx, 39.

∫
ln(x2 + 1)dx, 40.

∫
sin lnx dx, 41.

∫
x

sin2 x
dx,

42.

∫
x · e4x+3 dx, 43.

∫
x ln(3x+ 1) dx, 44.

∫
(x2 + 1) e4x dx.
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1.2.4 Iíòåãðóâàííÿ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié

Ðàöiîíàëüíèì äðîáîì àáî ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ íàçèâà¹òüñÿ âiä-
íîøåííÿ äâîõ àëãåáðà¨÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ

R(x) =
Pm(x)

Qn(x)
,

äå
Pm(x) = b0x

m + b1x
m−1 + ...+ bm−1x+ bm, b0 ̸= 0,

Qn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + ...+ an−1x+ an, a0 ̸= 0.

Ðàöiîíàëüíèé äðiá R(x) íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì, ÿêùî ñòåïiíü ÷èñåëüíèêà
m ìåíøå ñòåïåíi çíàìåííèêà n: m < n, ÿêùî m ⩾ n, òî äðiá íàçèâà¹òüñÿ
íåïðàâèëüíèì.

Ïèòàííÿ iíòåãðóâàííÿ ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié âèðiøó¹òüñÿ øëÿõîì ðîçêëà-
äàííÿ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ íà ñóìó áiëüø ïðîñòèõ äðîáiâ.

Ïîäiëèòè ìíîãî÷ëåí Pm(x) íà Qn(x) ïðèm ⩾ n, îçíà÷à¹ çíàéòè ìíîãî÷ëåí
(÷àñòêó)

Sm−n(x) = c0x
m−n + c1x

m−n−1 + ...+ cm−n, c0 ̸= 0

i ìíîãî÷ëåí (çàëèøîê) rk(x) ñòåïåíÿ k, k < n, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

Pm(x) = Qn(x) · Sm−n(x) + rk(x).

Ìíîãî÷ëåíè Sm−n(x) òà rk(x) âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî, íàïðèêëàä, çà äîïî-
ìîãîþ ìåòîäó äiëåííÿ êóòîì (àëãîðèòìó äiëåííÿ Åâêëiäà).

Ïðèêëàä 1.16. Ïîäiëèòè ìíîãî÷ëåí P3 = 8x3 + 16x2 − 2x + 4 íà ìíîãî÷ëåí
Q2(x) = 4x2 − 2x+ 1:

8x3+16x2− 2x+4 4x2 − 2x+ 1
8x3− 4x2+ 2x 2x+ 5

20x2− 4x+4−
20x2−10x+5

6x−1

S1 = 2x+ 5, r1(x) = 6x− 1.
Îòæå, îòðèìàíî ðîçêëàä ìíîãî÷ëåíà:

8x3 + 16x2 − 2x+ 4 = (4x2 − 2x+ 1)(2x+ 5) + (6x− 1).
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Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêèé íåïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá çà äîïîìîãîþ
äiëåííÿ ìåòîäó �êóòîì� ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi ñóìè àëãåáðà¨-
÷íîãî ìíîãî÷ëåíà Sm−n(x) i ïðàâèëüíîãî ðàöiîíàëüíîãî äðîáó:

R(x) = Sm−n(x) +
rk(x)

Qn(x)
, 0 ⩽ k < n ⩽ m. (1.10)

Áóäü-ÿêèé ïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ñóìó åëåìåíòàð-
íèõ ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ (ïðîñòèõ äðîáiâ). Âèäiëÿþòü ÷îòèðè òèïè ïðîñòèõ
äðîáiâ:

I )
A

x− a
; II )

A

(x− a)k
; k�öiëå ÷èñëî, k > 1

III )
Ax+B

x2 + px+ q
; IV )

Ax+B

(x2 + px+ q)s
, s�öiëå ÷èñëî, s > 1, p2 − 4q < 0.

Òàêèé ðîçêëàä ¹ ¹äèíèì, àëå ìåòîäè çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà éîãî ïðîâåñòè
¹ ðiçíîìàíiòíèìè. Íàéáiëüø øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ
êîåôiöi¹íòiâ.

Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì ìåòîäó íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ:
1) ÿêùî çàäàíî íåïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá, òî ïîòðiáíî âèäiëèòè ç

íüîãî öiëó ÷àñòèíó, òîáòî çàïèñàòè äðiá ó âèãëÿäi (1.10);
2) çíàìåííèê äðîáó Qn(x) ðîçêëàñòè íà ìíîæíèêè ìíîãî÷ëåíiâ ïåðøîãî

òà äðóãîãî ñòåïåíiâ

Qn(x) = (x− a1)
k1 . . . (x− al)

kl . . . (x2 + p1x+ q1)
s1 . . . (x2 + ptx+ qt)

st

äå êâàäðàòíi òðè÷ëåíè x2+pjx+ qj, j = 1, 2, . . . , t òàêi, ùî p2j −4qj < 0, òîáòî
òðè÷ëåí ìà¹ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi êîðåíi;

3) ïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá ðîçêëàñòè íà ïðîñòi äðîáè

rk(x)

Qn(x)
=

A
(1)
1

(x− a1)k1
+

A
(1)
2

(x− a1)k1−1
+ · · ·+

A
(1)
k1

x− a1
+ · · ·+

+
B

(1)
1 x+ C

(1)
1

(x2 + p1x+ q1)s1
+

B
(1)
2 x+ C

(1)
2

(x2 + p1x+ q1)s1−1
+ · · ·+

B
(1)
s1 x+ C

(1)
s1

x2 + p1x+ q1
+ . . . ,

(1.11)

4) çíàéòè íåâèçíà÷åíi êîåôiöi¹íòè

A
(1)
1 , A

(1)
2 , . . . , A

(1)
k1
, B

(1)
1 , C

(1)
1 , B

(1)
2 , C

(1)
2 , . . . , B(1)

s1
, C(1)

s1
, . . . .
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Äëÿ öüîãî:
� ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (1.11) ïðèâîäèìî äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà;
� ïðèðiâíþ¹ìî ÷èñåëüíèêè ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè îäåðæàíî¨ ðiâíîñòi;
� ïðèðiâíþ¹ìî êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ x â ëiâié òà ïðàâié ÷à-
ñòèíàõ îäåðæàíî¨ òîòîæíîñòi;
� îòðèìàíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçó¹ìî âiäíîñíî íåâiäîìèõ êîåôi-
öi¹íòiâ.

Êðiì ìåòîäó íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä
âèêðåñëþâàííÿ (ìåòîä ÷àñòèííèõ çíà÷åíü). Âií ¹ åôåêòèâíèì ó çàñòîñóâàí-
íi äî ðàöiîíàëüíèõ äðîáiâ, çíàìåííèê ÿêèõ Qn(x) ìà¹ ëèøå îäíîêðàòíi äiéñíi
êîðåíi. Íåõàé

Qn(x) = (x− a1) · (x− a2)... · (x− an) .

Òîäi
rk(x)

Qn(x)
=

A1

x− a1
+

A2

x− a2
+ ...+

An

x− an
.

Çâiäñè

rk(x) = A1(x− a2)(x− a3) . . . (x− an) + A2(x− a1)(x− a3) . . . (x− an)+

+ · · ·+ An(x− a1)(x− a2) . . . (x− an−1).

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â îñòàííþ ðiâíiñòü çíà÷åííÿ x = aj âñi äîäàíêè ïðàâî¨
÷àñòèíè, êðiì j-ãî, ïåðåòâîðþþòüñÿ íà íóëü:

x = a1 rk(a1) = A1(a1 − a2) · · · (a1 − an) ⇒ A1 =
rk(a1)

(a1 − a2) · · · (a1 − an)
,

...... ................................................. ... ....................................

x = anrk(an) = An(an − a2) · · · (an − an−1)⇒An =
rk(an)

(an − a2) · · · (an − an−1)
.

Ïðèêëàä 1.17. Ðîçêëàñòè ðàöiîíàëüíèé äðiá íà ïðîñòi äðîáè

x3 + 3x+ 2

(x+ 2)x3
.

♢ Îñêiëüêè çíàìåííèê ðàöiîíàëüíîãî äðîáó ìà¹ äiéñíi êîðåíi, à îäèí iç êîðå-
íiâ ìà¹ êðàòíiñòü 3, òî äðiá ìîæíà ðîçêëàäàòè íà ïðîñòi äðîáè I òà II òèïiâ:

x3 + 3x+ 2

(x+ 2)x3
=

A

x+ 2
+
B

x3
+
C

x2
+
D

x
=
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=
Ax3 +B(x+ 2) + Cx(x+ 2) +Dx2(x+ 2)

(x+ 2)x3
;

Ax3 +Bx+ 2B + Cx2 + 2Cx+Dx3 + 2Dx2 = x3 + 3x+ 2;

(A+D)x3 + (C + 2D)x2 + (B + 2C)x+ 2B = x3 + 3x+ 2 .

Ñêëàäà¹ìî ñèñòåìó i âèçíà÷à¹ìî êîåôiöi¹íòè:

x3

x2

x1

x0

∣∣∣∣∣∣∣∣

A+D = 1;
C + 2D = 0;
B + 2C = 3;
2B = 2;


A = 3/2;
D = −1/2;
C = 1;
B = 1.

Òàêèì ÷èíîì
x3 + 3x+ 2

(x+ 2)x3
=

3/2

x+ 2
+

1

x3
+

1

x2
−

1/2

x
. ♦

Ïðèêëàä 1.18. Ðîçêëàñòè ðàöiîíàëüíèé äðiá íà ïðîñòi äðîáè

3x+ 5

x3 + x2 + 4x+ 4
.

♢ Ñïî÷àòêó ðîçêëàäà¹ìî çíàìåííèê íà ìíîæíèêè:

x3 + x2 + 4x+ 4 = x2(x+ 1) + 4(x+ 1) = (x+ 1)(x2 + 4) .

ßê áà÷èìî, çíàìåííèê ìà¹ äiéñíèé êîðiíü òà êîìïëåêñíi êîðåíi, òîìó çàäàíèé
ðàöiîíàëüíèé äðiá ðîçêëàäà¹ìî íà ïðîñòi äðîáè I òà III òèïiâ:

3x+ 5

x3 + x2 + 4x+ 4
=

3x+ 5

(x+ 1)(x2 + 4)
=

A

x+ 1
+
Bx+ C

x2 + 4

x2

x1

x0

∣∣∣∣∣∣

A+B = 0;
B + C = 3;
4A+ C = 5;


A+B = 0;
−A+ C = 3;
4A+ C = 5;


A+B = 0;
−A+ C = 3;
5A = 2;


B = −2/5;
C = 17/5;
A = 2/5.

Òîäi
3x+ 5

x3 + x2 + 4x+ 4
=

2/5

x+ 1
+

− 2/5x+ 17/5

x2 + 4
. ♦

Ïðèêëàä 1.19. Ðîçêëàñòè ðàöiîíàëüíèé äðiá íà ïðîñòi äðîáè

x4 + x3 − 1

x3 − 4x
.
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♢ Ïîïåðåäíi ðîçãëÿäóâàíi äðîáè áóëè ïðàâèëüíèìè. Ó öüîìó ïðèêëàäi ìà¹-
ìî íåïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá. Òîìó ñïî÷àòêó ïîäiëèìî ÷èñåëüíèê íà
çíàìåííèê i öèì ñàìå âèäiëèìî öiëó ÷àñòèíó

x4+ x3− 1 x3 − 4x
x4−4x2 x+ 1
x3+4x2− 1−
x3− 4x

4x2+4x−1

Òàêèì ÷èíîì
x4 + x3 − 1

x3 − 4x
= x+ 1 +

4x2 + 4x− 1

x3 − 4x
.

Ðîçãëÿíåìî îäåðæàíèé ïðàâèëüíèé äðiá
4x2 + 4x− 1

x3 − 4x
i éîãî çíàìåííèê

çàïèøåìî ó âèãëÿäi x3 − 4x = x(x2 − 4) = x(x− 2)(x+ 2).
Òàê ÿê êîðåíi çíàìåííèêà äiéñíi i ðiçíi, òî ïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá

ðîçêëàäà¹ìî íà ïðîñòi äðîáè I òèïó.

4x2 + 4x− 1

x3 − 4x
=

4x2 + 4x− 1

x(x− 2)(x+ 2)
=
A

x
+

B

x+ 2
+

C

x− 2

Çíàõîäèìî êîåôiöi¹íòè:

x2

x1

x0

∣∣∣∣∣∣

A+B + C = 4;
−2B + 2C = 4;
−4A = −1;


B = 7/8;
C = 23/8;
A = 1/4.

Òîäi
x4 + x3 − 1

x3 − 4x
= x+ 1 +

1/4

x
+

7/8

x+ 2
+

23/8

x− 2
. ♦

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðóâàííÿ ïðîñòèõ äðîáiâ.
I) Iíòåãðàë âiä ïðîñòîãî äðîáó I�ãî òèïó ¹ òàáëè÷íèì∫

A

x− a
dx = A ln |x− a|+ C;

II) Iíòåãðàë âiä ïðîñòîãî äðîáó II�ãî òèïó òàêîæ ¹ òàáëè÷íèì∫
A

(x− a)k
dx = A ·

(x− a)−k+1

−k + 1
+ C =

A

(1− k)(x− a)k−1
+ C;
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III) Ïîòðiáíî çíàéòè çíà÷åííÿ iíòåãðàëà âiä ïðîñòîãî äðîáó III�ãî òèïó∫
Ax+B

x2 + px+ q
dx.

Ñïî÷àòêó ó ÷èñåëüíèêó äðîáó
Ax+B

x2 + px+ q
âèäiëÿ¹ìî ïîõiäíó çíàìåííèêà,

òîáòî ÷èñåëüíèê çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi: Ax + B = (2x + p) ·
A

2
−
Ap

2
+ B.

Ó çíàìåííèêó âèäiëÿ¹ìî ïîâíèé êâàäðàò i ðîáèìî çàìiíó:

x2 + px+ q = (x+
p

2
)2 + q − p2

4
, t = x+

p

2
, a = q − p2

4
.

Òîäi ∫
Ax+B

x2 + px+ q
dx =

A

2

∫
2t

t2 + a2
dt+

(
B −

Ap

2

)∫
1

t2 + a2
dt =

=
A

2
ln(t2 + a2) +

2B − Ap

2a
arctg

t

a
+ C

IV) Ó âèïàäêó iíòåãðóâàííÿ ïðîñòîãî äðîáó IV�ãî òèïó ìà¹ìî∫
(Ax+B) dx

(x2 + px+ q)s
.

Âèêîíàâøè ïåðåòâîðåííÿ, àíàëîãi÷íi ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, îäåðæó¹ìî
iíòåãðàë:∫

(Ax+B) dx

(x2 + px+ q)s
=
A

2

∫
2t

(t2 + a2)s
dt+

(
B −

Ap

2

)∫
1

(t2 + a2)s
dt =

=
A

2(s− 1)
(t2 + a2)1−s +

(
B −

Ap

2

)
Ks(t)

äå Ks(t) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ:

Ks(t) =
t

2a2(s− 1)(t2 + a2)s−1
+

2s− 3

2a2(s− 1)
·Ks−1, s ⩾ 2,

K1(t) =

∫
1

t2 + a2
dt =

1

a
arctg

t

a
.
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Ïðèêëàä 1.20. Çíàéòè íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë∫
3

x− 2
dx.

♢ Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ ïðîñòèì äðîáîì I òèïó. Òîäi ïðîâîäèìî iíòåãðó-
âàííÿ çãiäíî çàçíà÷åíî¨ âèùå ôîðìóëè∫

3

x− 2
dx = 3 ln |x− 2|+ C. ♦

Ïðèêëàä 1.21. Çíàéòè íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë∫
5

(x+ 3)7
dx.

♢ Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ ïðîñòèì äðîáîì II òèïó.∫
5

(x+ 3)7
dx = − 5

6(x+ 3)6
+ C. ♦

Ïðèêëàä 1.22. Çíàéòè íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë∫
3x+ 2

x2 + 2x+ 10
dx.

♢ Îñêiëüêè çíàìåííèê ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ òiëüêè êîìïëåêñíi êîðåíi,
òî ðîçãëÿäóâàíà ôóíêöiÿ ¹ ïðîñòèì äðîáîì III òèïó.∫

3x+ 2

x2 + 2x+ 10
dx =

[
(x2 + 2x+ 10)′ = 2x+ 2;

x2 + 2x+ 10 = (x2 + 2x+ 1) + 9 = (x+ 1)2 + 9

]
=

=
3

2

∫
2x+ 4

3

x2 + 2x+ 10
dx =

3

2

∫
(2x+ 2)− 2 + 4

3

x2 + 2x+ 10
dx =

=
3

2

∫
(2x+ 2)− 2

3

x2 + 2x+ 10
dx =

3

2

∫
(2x+ 2)

x2 + 2x+ 10
dx−

∫
1

(x+ 1)2 + 9
dx =

=
3

2
ln
∣∣x2 + 2x+ 10

∣∣− 1

3
arctg

x+ 1

3
+ C . ♦

Ïðèêëàä 1.23. Çíàéòè iíòåãðàë âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨∫
3x− 5

(x− 3)(x+ 2)
dx.
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♢ Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ � ïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá. Êîðåíi çíàìåí-
íèêà äiéñíi i ðiçíi: x1 = 3, x2 = −2. Òîìó ïiäiíòåãðàëüíèé äðiá ðîçêëàäà¹ìî
íà ñóìó ïðîñòèõ äðîáiâ I òèïó.

3x− 5

(x− 3)(x+ 2)
=

A

x− 3
+

B

x+ 2
.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ A òà B, äðiá ó ïðàâié ÷àñòèíi
ðiâíîñòi çâîäèìî äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà:

3x− 5

(x− 3)(x+ 2)
=

A

x− 3

\x+2

+
B

x+ 2

\x−3

=

=
A(x+ 2) +B(x− 3)

(x− 3)(x+ 2)
=
Ax+ 2A+Bx− 3B

(x− 3)(x+ 2)
.

Çíàìåííèêè ó ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi ðiâíi, òîìó ïîâèííi áóòè ðiâíèìè
÷èñåëüíèêè:

3x− 5 = (A+B)x+ 2A− 3B .

Ñêëàäà¹ìî ñèñòåìó äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ A òà B:

x1

x0

∣∣∣∣ { A+B = 3;
2A− 3B = −5;

{
A = 4/5;
B = 11/5.

Òàêèì ÷èíîì
3x− 5

(x− 3)(x+ 2)
=

4/5

x− 3
+

11/5

x+ 2
.

Ïîâåðòà¹ìîñÿ äî iíòåãðàëà i ïðîâîäèìî éîãî îá÷èñëåííÿ:∫
3x− 5

(x− 3)(x+ 2)
dx =

∫ (
4/5

x− 3
+

11/5

x+ 2

)
dx =

4

5

∫
dx

x− 3
+

11

5

∫
dx

x+ 2
=

=
4

5
ln |x− 3|+

11

5
ln |x+ 2|+ C. ♦

Ïðèêëàä 1.24. Çíàéòè iíòåãðàë âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨∫
x2 + 4

(x2 − 16)(x− 4)
dx.
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♢ Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ � ïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá. Ïðîâåäåìî ïå-
ðåòâîðåííÿ çíàìåííèêà:

x2 + 4

(x2 − 16)(x− 4)
=

x2 + 4

(x− 4)(x+ 4)(x− 4)
=

x2 + 4

(x− 4)2(x+ 4)
.

ßê áà÷èìî êîðåíi çíàìåííèêà äiéñíi, à îäèí iç íèõ ¹ êðàòíèì: x1,2 = 4, x3 =
= −4. Ðîçêëàäà¹ìî äðiá íà ïðîñòi äðîáè I òà II òèïiâ:

x2 + 4

(x− 4)2(x+ 4)
=

A

(x− 4)2
+

B

x− 4
+

C

x+ 4
.

Çíàõîäèìî A, B òà C ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ:

x2 + 4

(x− 4)2(x+ 4)
=

A

(x− 4)2

\x+4

+
B

x− 4

\(x+4)(x−4)

+
C

x+ 4

\(x−4)2

=

=
Ax+ 4A+Bx2 − 16B + Cx2 − 8Cx+ 16C

(x− 4)2(x+ 4)
;

x2 + 4 = (B + C)x2 + (A− 8C)x+ 4A− 16B + 16C;

x2

x1

x0

∣∣∣∣∣∣

B + C = 1;
A− 8C = 0;
4A− 16B + 16C = 4;


A = 5/2;
B = 11/16;
C = 5/16.

Ïðîâîäèìî iíòåãðóâàííÿ:∫
x2 + 4

(x2 − 16)(x− 4)
dx =

∫
x2 + 4

(x+ 4)(x− 4)2
dx =

=

∫ (
5/2

(x− 4)2
+

11/16

x− 4
+

5/16

x+ 4

)
dx =

5

2

∫
dx

(x− 4)2
+

11

16

∫
dx

x− 4
+

+
5

16

∫
dx

x+ 4
= −

5

2
·

1

(x− 4)
+

11

16
ln |x− 4|+

5

16
ln |x+ 4|+ C . ♦

Ïðèêëàä 1.25. Çíàéòè iíòåãðàë âiä ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨∫
x5 − 3

x3 + 2x2 + 5x
dx.
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♢ Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ � íåïðàâèëüíèé ðàöiîíàëüíèé äðiá. Âèäiëèìî öiëó
÷àñòèíó

x5 − 3 x3 + 2x2 + 5x
x5 + 2x4 + 5x3 x2 − 2x− 1

− 2x4 − 5x3 − 3− − 2x4 − 4x3 − 10x2

− x3 + 10x2 − 3− − x3 − 2x2 − 5x
12x2 + 5x − 3

Òàêèì ÷èíîì

x5 − 3

x3 + 2x2 + 5x
= x2 − 2x− 1 +

12x2 + 5x− 3

x3 + 2x2 + 5x
.

Äðiá ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi ¹ ïðàâèëüíèì. Ðîçêëàäà¹ìî éîãî íà ïðîñòi
äðîáè, ïîïåðåäíüî ïåðåòâîðèâøè çíàìåííèê

12x2 + 5x− 3

x3 + 2x2 + 5x
=

12x2 + 5x− 3

x(x2 + 2x+ 5)
.

Êâàäðàòíèé òðè÷ëåí x2 + 2x + 5 ìà¹ êîìïëåêñíi êîðåíi (D < 0), òîìó îäåð-
æèìî ïðîñòèé äðiá III òèïó. Ðîçêëàäà¹ìî ïðàâèëüíèé äðiá íà ïðîñòi äðîáè:

12x2 + 5x− 3

x(x2 + 2x+ 5)
=
A

x
+

Bx+ C

x2 + 2x+ 5
.

Íåâèçíà÷åíi êîåôiöi¹íòè çíàõîäèìî âèùå îïèñàíèì ìåòîäîì:

12x2 + 5x− 3

x(x2 + 2x+ 5)
=
A

x

\x2+2x+5

+
Bx+ C

x2 + 2x+ 5

\x

=
Ax2 + 2Ax+ 5A+Bx2 + Cx

x(x2 + 2x+ 5)
;

12x2 + 5x− 3 = Ax2 + 2Ax+ 5A+Bx2 + Cx;

x2

x1

x0

∣∣∣∣∣∣

A+B = 12;
2A+ C = 5;
5A = −3;


B = 63/5;
C = 31/5;
A = −3/5.

Îòæå,
12x2 + 5x− 3

x(x2 + 2x+ 5)
=

− 3/5

x
+

1

5
·

63x+ 31

x2 + 2x+ 5
.
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Ïðîâîäèìî iíòåãðóâàííÿ äðîáîâî-ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨:∫
x5 − 3

x3 + 2x2 + 5x
dx =

∫ (
x2 − 2x− 1−

3

5x
+

1

5
·

63x+ 31

x2 + 2x+ 5

)
dx =

=

∫
x2dx− 2

∫
x dx−

∫
dx−

3

5

∫
1

x
dx+

1

5

∫
63x+ 31

x2 + 2x+ 5
dx =

=
x3

3
− x2 − x−

3

5
ln |x|+

1

5

∫
63x+ 31

x2 + 2x+ 5
dx .

Îá÷èñëåííÿ îñòàííüîãî iíòåãðàëó ïðîâåäåìî îêðåìî. Ïiä çíàêîì iíòåãðàëà
ïðîñòèé äðiá III òèïó, à òîìó∫

63x+ 31

x2 + 2x+ 5
dx =

∫
63x+ 31

(x+ 1)2 + 4
dx =

 t = x+ 1,
x = t− 1,
dx = dt

 =

=

∫
63(t− 1) + 31

t2 + 4
dt =

∫
63t− 32

t2 + 4
dt =

63

2

∫
2tdt

t2 + 4
− 32

∫
dt

t2 + 4
=

=
63

2
ln |t| − 16 arctg

t

2
+ C =

63

2
ln
∣∣x2 + 2x+ 5

∣∣− 16 arctg
x+ 1

2
+ C.

Òàêèì ÷èíîì, îäåðæó¹ìî âiäïîâiäü:∫
x5 − 3

x3 + 2x2 + 5x
dx =

x3

3
− x2 − x−

3

5
ln |x|+

63

10
ln
∣∣x2 + 2x+ 5

∣∣−
−
16

5
arctg

x+ 1

2
+ C. ♦

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ.

Ðîçêëàñòè ðàöiîíàëüíi ôóíêöi¨ íà ïðîñòi äðîáè:

45.
1

(x2 + 5x+ 6)(x+ 4)
, 46.

x+ 5

(x+ 4)3(x− 3)
, 47.

2x2 − 3

(x2 + 4)(x2 − 10x+ 25)
,

48.
x5 + 2x3 + 3

x4 − 2x2 + 1
, 49.

1− 7x

(x2 + 5x+ 14)(x3 − x2)
, 50.

x

(x+ 6)(x2 − 4x+ 4)
,
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51.
5

(x2 + 8)x
, 52.

1

x4 + 5x2 + 4
, 53.

x2 − 2

x5 + 4x4 + 4x3
, 54.

2x2 − 3x− 3

(x− 1)(x2 − 2x+ 5)
.

Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè âiä ïðîñòèõ äðîáiâ:

55.

∫
3

x− 5
dx, 56.

∫
6

x−
√
3
dx, 57.

∫
4

(x− 3)7
dx, 58.

∫
7

(x− 9)5
dx,

59.

∫
3x2 − 1

x2 + 3x+ 13
4

dx, 60.

∫
x− 5

x2 − 4x+ 6
dx , 61.

∫
1− x

x2 + 1
dx ,

62.

∫
3

(x− 5)3
dx, 63.

∫
2x− 5

3x2 + 6x− 2
dx, 64.

∫
x+ 2

x2 + 9
dx.

Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

65.

∫
x

x2 − 4x− 5
dx, 66.

∫
3x− 1

x3 − 3x2
dx, 67.

∫
2x− 1

x3 + 5x2 + 2x+ 10
dx,

68.

∫
x− 5

x3 − 4x2 + 4x
dx , 69.

∫
x2 + x− 1

x3 + x2 − 6x
dx, 70.

∫
3x+ 2

x2 − 8x− 9
dx,

71.

∫
1− x

x3 − 1
dx , 72.

∫
x3 + 1

x2 − x
dx, 73.

∫
x4 + 2x− 4

x3 + 4x
dx.

1.2.5 Iíòåãðóâàííÿ iððàöiîíàëüíèõ ôóíêöié

ßêùî â ðàöiîíàëüíîìó äðîái äåÿêi äîäàíêè â ÷èñåëüíèêó i çíàìåííèêó
çàìiíèòè êîðåíÿìè âiä ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié (â òîìó ÷èñëi i âiä ìíîãî÷ëåíiâ),
òî îäåðæàíà ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ iððàöiîíàëüíîþ.

Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ iíòåãðàëè âiä iððàöiîíàëüíèõ ôóíêöié ìîæíà ðàöiîíà-
ëiçóâàòè, òîáòî çà äîïîìîãîþ ïðèäàòíî¨ ïiäñòàíîâêè ïðèâåñòè äî iíòåãðàëiâ
âiä ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié.

Ðîçãëÿíåìî íàéáiëüø òèïîâi âèïàäêè:
1. Ìà¹ìî iíòåãðàë âèãëÿäó:∫

R(x,
n
√
xk, m

√
xp, ...,

q
√
xl) dx,

äå R(·, ·, · · · , ·) � ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ âiä àðãóìåíòiâ x, n
√
xk, m

√
xp, . . . ,

q
√
xl.

Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ðàöiîíàëiçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè x = ts,
äå s � öå íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ïîêàçíèêiâ êîðåíiâ, òîáòî ÷èñåë n,m, q.

27



Íàãàäà¹ìî: íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå (ÍÑÊ) äåêiëüêîõ ÷èñåë � öå íàé-
ìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå äiëèòüñÿ íàöiëî íà êîæíå iç çàäàíèõ ÷èñåë.

Ïðèêëàä 1.26. Çíàéòè iíòåãðàë âiä iððàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨:∫
3
√
x

3
√
x2 −

√
x
dx.

♢ Îñêiëüêè ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ìiñòèòü 3
√
x,

3
√
x2,

√
x, òî âîíà ðàöiîíàëi-

çó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè x = t6, îñêiëüêè ÍÑÊ(2,3)=6.∫
3
√
x

3
√
x2 −

√
x
dx =

[
x = t6, dx = 6t5dt

]
=

∫
t2

t4 − t3
· 6t5 dt = 6

∫
t7

t4 − t3
dt =

= 6

∫
t4

t− 1
dt =



t4 t− 1
t4 − t3 t3 + t2 + t+ 1

t3−
t3 − t2

t2−
t2 − t

t−
t −1

1


=

= 6

∫
(t3 + t2 + t+ 1 +

1

t− 1
) dt = 6

(
t4

4
+
t3

3
+
t2

2
+ t+ ln |t− 1|

)
+ C =

= 6

(
3
√
x2

4
+

√
x

3
+

3
√
x

2
+ 6
√
x+ ln

∣∣ 6
√
x− 1

∣∣)+ C. ♦

2. Iíòåãðàë âèãëÿäó:∫
R

(
x, n

√
(ax+ b)k, m

√
(ax+ b)p, ..., q

√
(ax+ b)l

)
dx,

ðàöiîíàëiçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè: ax+ b = ts, äå s � öå íàéìåíøå
ñïiëüíå êðàòíå ïîêàçíèêiâ êîðåíiâ, òîáòî ÷èñåë n,m, q.

Ïðèêëàä 1.27. Çíàéòè iíòåãðàë âiä iððàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨∫
x+

√
1 + x

3
√
1 + x

dx.
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♢ Îñêiëüêè ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ìiñòèòü x,
√
1 + x, 3

√
1 + x, òî âîíà ðàöiî-

íàëiçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè 1 + x = t6.∫
x+

√
1 + x

3
√
1 + x

dx =
[
1 + x = t6; dx = 6t5 dt

]
=

∫
(t6 − 1) + t3

t2
· 6t5 dt =

6

∫
(t6 − 1 + t3) · t3 dt = 6

∫
(t9 + t6 − t3) dt =

= 6

[
t10

10
+
t7

7
−
t4

4

]
+ C =

[
ïîâåðòà¹ìîñÿ äî çìiííî¨ x :

1 + x = t6, t = 6
√
1 + x

]
=

= 6

[
6
√

(1 + x)10

10
+

6
√

(1 + x)7

7
−

6
√

(1 + x)4

4

]
+ C =

= 6

[
3
√
(1 + x)5

10
+

6
√
(1 + x)7

7
−

3
√
(1 + x)2

4

]
+ C. ♦

3. Îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ âèãëÿäó:

à)
∫
R(x,

√
a2 − x2) dx; á)

∫
R(x,

√
a2 + x2) dx; â)

∫
R(x,

√
x2 − a2) dx

ïðîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ íàñòóïíèõ ïiäñòàíîâîê:

à) x = a sin t (àáî x = a cos t), òîäi dx = a cos t dt,√
a2 − x2 =

√
a2 − a2 sin2 t = a

√
1− sin2 t = a cos t;

á) x = a tg t (àáî x = a ctg t), òîäi dx =
a dt

cos2 t
,√

a2 + x2 =
√
a2 + a2 tg2 t = a

√
1 + tg2 t = a

√
1

cos2 t
=

a

cos t
;

â) x =
a

cos t
(àáî x =

a

sin t
), òîäi dx =

a sin t

cos2 t
dt,

√
x2 − a2 =

√
a2

cos2 t
− a2 = a

√
1

cos2 t
− 1 = a

√
1− cos2 t

cos2 t
= a

√
sin2 t

cos2 t
= a tg t.

Ïðèêëàä 1.28. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè

à)
∫ √

9− x2 dx , á)
∫

dx

x2 ·
√
x2 + 1

, â)
∫

dx

x ·
√
x2 − 4

.
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à) ♢ Ðàöiîíàëiçàöiþ ïiäiíòåãðàëüíîãî âèðàçó ïðîâåäåìî çà äîïîìîãîþ ïiä-
ñòàíîâêè: x = a sin t∫ √

9− x2 dx =

[
x = 3 sin t, dx = 3 cos t dt;√

9− x2 =
√

9− 9 sin2 t = 3
√
1− sin2 t = 3 cos t

]
=

∫
3 cos t · 3 cos t dt = 9

∫
cos2 t dt = 9

∫
1 + cos 2t

2
dt =

9

2

∫
(1 + cos 2t)dt =

=
9

2
(t+

1

2
sin 2t) + C =

[
ïîâåðòà¹ìîñÿ äî çìiííî¨ x : sin t =

x

3
, t = arcsin

x

3
;

1

2
sin 2t = sin t · cos t = sin t ·

√
1− sin2 t = sin(arcsin

x

3
)×

×
√

1− (sin(arcsin x
3))

2 =
x

3
·
√
1− x2

9

]
=

9

2

(
arcsin x

3 +
x

3
·
√

1− x2

9

)
. ♦

á) ♢ Ó äàíîìó âèïàäêó âèêîðèñòà¹ìî ïiäñòàíîâêó: x = a tg t.∫
dx

x2 ·
√
x2 + 1

=

 x = tg t, dx = dt
cos2 t ,

√
x2 + 1 =

√
tg2 t+ 1 =

√
1

cos2 t =
1

cos t

 =

=

∫ dt

cos2 t

tg2 t ·
1

cos t

=

∫
cos t · dt

tg2 t · cos2 t
=

∫
dt

tg2 t · cos t
=

∫
cos2 t

sin2 t · cos t
dt =

=

∫
cos t

sin2 t
dt =

∫
d(sin t)

sin2 t
= −

1

sin t
+ C =

[
ïîâåðòà¹ìîñÿ äî çìiííî¨ x :

x = tg t, t = arctg x

]
=

= −
1

sin(arctg x)
+ C. ♦

â) ♢ Âèêîðèñòà¹ìî ïiäñòàíîâêó: x =
a

cos t
.

∫
dx

x ·
√
x2 − 4

=

 x =
2

cos t
, dx = 2 sin t dt

cos2 t ,
√
x2 − 4 =

√
4

cos2 t − 4 = 2
√

1
cos2 t − 1 = 2 tg t

 =
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∫ 2 sin t dt

cos2 t
2

cos t
· 2 tg t

=

∫
tg t dt

2 tg t
=

1

2

∫
dt =

1

2
t+ C =

=

 ïîâåðòà¹ìîñÿ äî çìiííî¨ x :

cos t =
2

x
, t = arccos

2

x

 =
1

2
arccos

2

x
+ C. ♦

4. Îêðåìèì âèïàäêîì ðîçãëÿíåìî iíòåãðóâàííÿ áiíîìiíàëüíèõ äèôåðåíöiàëiâ.
Âèðàç xm(a + bxn)p dx äå a, b, m, n, p � äiéñíi ÷èñëà, a ̸= 0, b ̸= 0,

íàçèâà¹òüñÿ áiíîìiàëüíèì äèôåðåíöiàëîì.

Òåîðåìà 1.2. Iíòåãðàë âiä áiíîìiàëüíîãî äèôåðåíöiàëà∫
xm(a+ bxn)p dx (1.12)

ìîæå áóòè ïðîiíòåãðîâàíèé â åëåìåíòàðíèõ ôóíêöiÿõ øëÿõîì ðàöiîíàëi-
çóþ÷î¨ çàìiíè òiëüêè äëÿ ðàöiîíàëüíèõ m, n, p â îäíîìó ç òðüîõ âèïàäêiâ:
1. Íåõàé p � öiëå. Òîäi x = tk, äå k � ñïiëüíèé çíàìåííèê ÷èñåë m, n.

2. Íåõàé
m+ 1

n
� öiëå. Òîäi a+ bxn = tk, äå k � çíàìåííèê äðîáó p.

3. Íåõàé
m+ 1

n
+ p � öiëå. Òîäi ax−n + b = tk, äå k � çíàìåííèê äðîáó p.

Ïðèêëàä 1.29. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë
∫ 3
√

1 + 4
√
x

√
x

dx.

♢ Çàïèøåìî çàäàíèé iíòåãðàë ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:∫
x−

1
2 (1 + x

1
4 )

1
3 dx

i òîäi, ïîðiâíþþ÷è iç (1.12), îòðèìà¹ìî

m = −
1

2
, n =

1

4
, p =

1

3
.

Ñêëàäà¹ìî âèðàç
m+ 1

n
=

− 1
2 + 1
1
4

=
1
2
1
4

= 2 � öiëå ÷èñëî. Òàêèì ÷èíîì ó íàñ

äðóãèé âèïàäîê òåîðåìè i òîìó âèêîðèñòà¹ìî âiäïîâiäíó ïiäñòàíîâêó.∫ 3
√

1 + 4
√
x

√
x

dx =

 1 + x
1
4 = t3, x

1
4 = t3 − 1, x = (t3 − 1)4, x−

1
2 =

1

(t3 − 1)2
, dx = 4(t3 − 1)33t2dt = 12t2(t3 − 1)3dt

 =
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∫
1

(t3 − 1)2
t · 12(t3 − 1)3t2 dt = 12

∫
t3(t3 − 1)dt = 12

∫
(t6 − t3)dt =

= 12

(
t7

7
− t4

4

)
+ C = 12t4

(
t3

7
−

1

4

)
+ C =

[
ïîâåðòà¹ìîñÿ äî x :

t = 3
√

1 + 4
√
x

]
=

= 12(1 + 4
√
x)

3

√
1 + 4

√
x

(
1 + 4

√
x

7
−

1

4

)
+ C. ♦

5. Iíòåãðàëè âèãëÿäó
∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx, äå R � ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ,

îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâîê Åéëåðà. � òðè ïiäñòàíîâêè Åé-
ëåðà, àëå ÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïåðøi äâi.

Ðîçãëÿíåìî òðè ìîæëèâi âèïàäêè ¨õ âèêîðèñòàííÿ:
à) ßêùî a > 0, òî çàñòîñîâó¹òüñÿ ïåðøà ïiäñòàíîâêà Åéëåðà::√

ax2 + bx+ c = t±
√
ax (1.13)

Çíàê ′′+′′ àáî ′′−′′ ìîæíà âèáèðàòè äîâiëüíèì ÷èíîì. Äëÿ ïðîâåäåííÿ ïîäàëü-
øèõ äié âèáåðåìî çíàê ′′+′′ , òîáòî âiçüìåìî ïiäñòàíîâêó

√
ax2 + bx+ c =

= t+
√
ax. Îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi ïiäíîñèìî äî êâàäðàòó:

ax2 + bx+ c = t2 + 2
√
axt+ ax2, bx+ c = t2 + 2

√
axt,

çâiäêè i îòðèìó¹ìî âèðàç äëÿ çìiííî¨ x ó ÿâíîìó âèãëÿäi:

x =
t2 − c

b− 2t
√
a
.

Òîäi

dx =
2t(b− 2t

√
a) + 2

√
a(t2 − c)

(b− 2t
√
a)2

dt.

Çíàõîäèìî âèðàç äëÿ
√
ax2 + bx+ c:√

ax2 + bx+ c = t+
√
ax =

bt− t2
√
a− c

√
a

b− 2t
√
a

.

Òàêèì ÷èíîì çàäàíèé iíòåãðàë íàáóäå âèãëÿäó:∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx =∫

R

(
t2 − c

b− 2t
√
a
,
bt− t2

√
a− c

√
a

b− 2t
√
a

)
2t(b− 2t

√
a) + 2

√
a(t2 − c)

(b− 2t
√
a)2

dt

i îá÷èñëþ¹òüñÿ ìåòîäîì ðîçêëàäàííÿ íà ïðîñòi äðîáè.
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Ïðèêëàä 1.30. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë∫
1

x+
√
x2 + x+ 1

dx.

♢ Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ âiäíîñíî
√
x2 + x+ 1 òà

x, òîìó ìîæíà âèêîðèñòàòè ïiäñòàíîâêó Åéëåðà. Îñêiëüêè a = 1 i 1 > 0, òî
âèêîðèñòà¹ìî ïåðøó ïiäñòàíîâó (1.13):√

x2 + x+ 1 = t+ x .

Ïiäíîñèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi äî êâàäðàòó i âèðàæà¹ìî çìiííó x ÷åðåç
çìiííó t:

x2 + x+ 1 = t2 + 2tx+ x2; x =
t2 − 1

1− 2t
.

Çíàõîäèìî dx:

dx =
− 2t2 + 2t− 2

(1− 2t)2
dt.

Çàëèøà¹òüñÿ âèðàçèòè
√
x2 + x+ 1 ÷åðåç íîâó çìiííó t i ïiäñòàâèòè ó ïiäií-

òåãðàëüíèé âèðàç:√
x2 + x+ 1 = x+ t =

t2 − 1

1− 2t
+ t =

− t2 + t− 1

1− 2t
,

∫
1

x+
√
x2 + x+ 1

dx =

∫ − 2t2 + 2t− 2

(1− 2t)2
dt

t2 − 1

1− 2t
+

− t2 + t− 1

1− 2t

=

=

∫
(−2t2 + 2t− 2) dt

(1− 2t)2

(
t2 − 1

1− 2t
+

− t2 + t− 1

1− 2t

) =

∫
(−2t2 + 2t− 2) dt

(1− 2t) (t2 − 1− t2 + t− 1)
=

=

∫
(−2t2 + 2t− 2) dt

(1− 2t)(t− 2)
.

Òàêèì ÷èíîì ìè îòðèìàëè iíòåãðàë âiä äðîáîâî-ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨. Ïi-
äiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ íåïðàâèëüíèì äðîáîì (ñòåïiíü ÷èñåëüíèêà i çíàìåí-
íèêà ðiâíi 2). Ùîá îòðèìàòè ïðàâèëüíèé äðiá ñïî÷àòêó ðîçêðè¹ìî äóæêè ó
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çíàìåííèêó, à ïîòiì ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê ïîìíîæèìî íà (−1):

− 2t2 + 2t− 2

(1− 2t)(t− 2)
=

− 2t2 + 2t− 2

−2t2 + 5t− 2
=

2t2 − 2t+ 2

2t2 − 5t+ 2
.

Çàçâè÷àé ó òàêèõ âèïàäêàõ ìíîãî÷ëåí ÷èñåëüíèêà äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí çíà-
ìåííèêà. Àëå ó äàíîìó ïðèêëàäi çðó÷íiøå áóäå ïîñòóïèòè iíøèì ñïîñîáîì�
ó ÷èñåëüíèêó äîäàòè i âiäíÿòè 3t:

2t2 − 2t+ 2

2t2 − 5t+ 2
=

2t2 − 5t+ 2 + 3t

2t2 − 5t+ 2
=

2t2 − 5t+ 2

2t2 − 5t+ 2
+

3t

2t2 − 5t+ 2
= 1 +

3t

2t2 − 5t+ 2
,

äå äðiá
3t

2t2 − 5t+ 2
¹ ïðàâèëüíèì i ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ïðîñòi äðîáè ïåðøîãî

òèïó:

3t

2t2 − 5t+ 2
=

3t

(2t− 1)(t− 2)
=

A

2t− 1
+

B

t− 2
=

(A+ 2B)t− 2A−B

(2t− 1)(t− 2)
;

(A+ 2B)t− 2A−B = 3t;

{
A+ 2B = 3,
−2A−B = 0,

{
A = −1,
B = 2.

Òîäi∫
(−2t2 + 2t− 2) dt

(1− 2t)(t− 2)
=

∫ (
1− 1

2t− 1
+

2

t− 2

)
dt = t− 1

2
ln |2t− 1|+

+2 ln |t− 2|+C = [âðàõîâó¹ìî, ùî t =
√
x2 + x+ 1−x] =

√
x2 + x+ 1−x−

−1

2
ln
∣∣∣2√x2 + x+ 1− 2x− 1

∣∣∣+ 2 ln
∣∣∣√x2 + x+ 1− x− 2

∣∣∣+ C. ♦

á) ßêùî c > 0, òî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äðóãà ïiäñòàíîâêà Åéëåðà:√
ax2 + bx+ c = xt±

√
c . (1.14)

Çíàê ′′+′′ àáî ′′−′′ ìîæíà âèáèðàòè äîâiëüíèì ÷èíîì. Âèáåðåìî çíàê ′′+′′ ,
òîáòî âiçüìåìî ïiäñòàíîâêó

√
ax2 + bx+ c = xt+

√
c. Îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi

ïiäíîñèìî äî êâàäðàòó:

ax2 + bx+ c = x2t2 + 2
√
ctx+ c, ax2 + bx = x2t2 + 2

√
ctx
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i âèðàæà¹ìî çìiííó x ó ÿâíîìó âèãëÿäi:

x =
2
√
ct− b

a− t2
.

Òîäi

dx =
2
√
c(a− t2) + 2t(2

√
ct− b)

(a− t2)2
dt.

Çíàõîäèìî âèðàç äëÿ
√
ax2 + bx+ c:√
ax2 + bx+ c =

c t2 − bt+ a
√
c

a− t2
.

Ïiäñòàâèâøè çíàéäåíi âèðàçè ó çàäàíèé iíòåãðàë, îäåðæó¹ìî iíòåãðàë âiä
äðîáîâî-ðàöiîíàëüíî¨ ôóíêöi¨:∫

R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx =

=

∫
R

(
2
√
ct− b

a− t2
,
c t2 − bt+ a

√
c

a− t2

)
2
√
c(a− t2) + 2t(2

√
ct− b)

(a− t2)2
dt,

ÿêèé îá÷èñëþ¹òüñÿ ìåòîäîì ðîçêëàäàííÿ íà ïðîñòi äðîáè.

Ïðèêëàä 1.31. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë∫
1

x+
√
x2 − x+ 1

dx.

♢ Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ âiäíîñíî
√
x2 − x+ 1 òà

x, òîìó ìîæíà âèêîðèñòàòè ïiäñòàíîâêó Åéëåðà. Îñêiëüêè c = 1 i 1 > 0, òî
âèêîðèñòà¹ìî äðóãó ïiäñòàíîâó (1.14):√

x2 − x+ 1 = xt+ 1 .

Ïiäíîñèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi äî êâàäðàòó i âèðàæà¹ìî çìiííó x ÷åðåç
íîâó çìiííó t:

x2 − x+ 1 = x2t2 + 2tx+ 1; x =
2t+ 1

−t2 + 1
.

Çíàõîäèìî dx:

dx =
2t2 + 2t+ 2

(−t2 + 1)2
dt.
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Âèðàæà¹ìî
√
x2 − x+ 1 ÷åðåç íîâó çìiííó t i ïiäñòàâëÿ¹ìî ó ïiäiíòåãðàëüíèé

âèðàç: √
x2 − x+ 1 = xt+ 1 =

t2 + t+ 1

(−t2 + 1)
,

∫
1

x+
√
x2 − x+ 1

dx =

∫ 2t2 + 2t+ 2

(−t2 + 1)2
dt

2t+ 1

−t2 + 1
+
t2 + t+ 1

−t2 + 1

=

= −
∫

(2t2 + 2t+ 2) dt

(t2 − 1)(t2 + 3t+ 2)
= −

∫
(2t2 + 2t+ 2) dt

(t+ 1)2(t− 1)(t+ 2)
.

Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ ïðàâèëüíèì ðàöiîíàëüíèì äðîáîì, ÿêèé ðîçêëà-
äà¹ìî íà ñóìó ïðîñòèõ äðîáiâ ïåðøîãî òà äðóãîãî òèïiâ:

(2t2 + 2t+ 2)

(t+ 1)2(t− 1)(t+ 2)
=

A

(t+ 1)2
+

B

(t+ 1)
+

C

(t− 1)
+

D

(t+ 2)
=

A(t− 1)(t+ 2) +B(t2 − 1)(t+ 2) + C(t+ 1)2(t+ 2) +D(t2 − 1)(t+ 1)

(t+ 1)2(t− 1)(t+ 2)
;

(B + C +D)t3 + (A+ 2B + 4C +D)t2 + (A−B + 5C −D)t−
−2A− 2B + 2C −D = 2t2 + 2t+ 2;
B + C +D = 0,
A+ 2B + 4C +D = 2,
A−B + 5C −D = 2,
−2A− 2B + 2C −D = 2,


A = −1,
B = 3/2,
C = 1/2,
D = −2.

Òîäi

−
∫

(2t2 + 2t+ 2) dt

(t+ 1)2(t− 1)(t+ 2)
= −

∫ − 1

(t+ 1)2
+

3/2

(t+ 1)
+

1/2

(t− 1)
+

− 2

(t+ 2)
=

− 1

t+ 1
−

3

2
ln |t+ 1| −

1

2
ln |t− 1|+ 2 ln |t+ 2|+ C =

=

[
âðàõîâó¹ìî, ùî t =

√
x2 − x+ 1− 1

x

]
=
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=
− 1

√
x2−x+1−1

x + 1
−

3

2
ln

∣∣∣∣∣
√
x2 − x+ 1− 1

x
+ 1

∣∣∣∣∣− 1

2
ln

∣∣∣∣∣
√
x2 − x+ 1− 1

x
− 1

∣∣∣∣∣+
+2 ln

∣∣∣∣∣
√
x2 − x+ 1− 1

x
+ 2

∣∣∣∣∣+ C = −
x

√
x2 − x+ 1 + x− 1

−

−
3

2
ln

∣∣∣∣∣
√
x2 − x+ 1 + x− 1

x

∣∣∣∣∣− 1

2
ln

∣∣∣∣∣
√
x2 − x+ 1− x− 1

x

∣∣∣∣∣+
+2 ln

∣∣∣∣∣
√
x2 − x+ 1 + 2x− 1

x

∣∣∣∣∣+ C =

 âðàõîâóþ÷è, ùî ln
a

b
= ln a− ln b,

ðåçóëüòàò ìîæíà ñïðîñòèòè

 =

= −
x

√
x2 − x+ 1 + x− 1

−
3

2
ln
∣∣∣√x2 − x+ 1 + x− 1

∣∣∣−
−
1

2
ln
∣∣∣√x2 − x+ 1− x− 1

∣∣∣+ 2 ln
∣∣∣√x2 − x+ 1 + 2x− 1

∣∣∣+ C. ♦

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ çàñòîñóâàííÿ ïåðøî¨ ïiäñòàíîâêè
Åéëåðà íå âèêëþ÷à¹ ìîæëèâîñòi çàñòîñóâàííÿ äðóãî¨. Ó ïðèêëàäàõ (1.30) òà
(1.31) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè i ïåðøó, i äðóãó ïiäñòàíîâêè Åéëåðà.

â) ßêùî ìíîãî÷ëåí ax2 + bx+ c ìà¹ äiéñíi ðiçíi êîðåíi x1, x2, òîáòî ax2 +
+bx+c = a(x−x1)(x−x2), òî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òðåòÿ ïiäñòàíîâêà Åéëåðà:√

ax2 + bx+ c = t(x− x1) àáî
√
ax2 + bx+ c = t(x− x2). (1.15)

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé iç çàïðîïîíîâàíèõ âàðiàíòiâ ïiäñòàíîâêè (1.15). Ïiäíî-
ñèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi äî êâàäðàòó i âèðàæà¹ìî çìiííó x ó ÿâíîìó
âèãëÿäi:

ax2 + bx+ c = t2(x− x1)
2, a(x− x1)(x− x2) = t2(x− x1)

2;

x =
t2x1 − ax2

t2 − a
.

Òîäi

dx =
2a(x2 − x1)t

(t2 − a)2
dt.

×åðåç íîâó çìiííó t âèðàæà¹ìî âèðàç
√
ax2 + bx+ c:√

ax2 + bx+ c =
at(x1 − x2)

(t2 − a)
.
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Ïðèêëàä 1.32. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë∫
2x+ 8

(x+ 1)
√
3− 2x− x2

dx.

♢ Îñêiëüêè
√
3− 2x− x2 ìà¹ äiéñíi ðiçíi êîðåíi x = −3, x = 1, òî ìîæíà

âèêîðèñòàòè òðåòþ ïiäñòàíîâêó Åéëåðà (1.15):√
3− 2x− x2 = t(x+ 3).

Âèðàæà¹ìî çìiííó x ÷åðåç t i çíàõîäèìî dx:

x =
1− 3t2

t2 + 1
, dx =

− 8t

(t2 + 1)2
dt.

Ïiäñòàâëÿ¹ìî îäåðæàíi âèðàçè ó çàäàíèé iíòåãðàë:

∫
2x+ 8

(x+ 1)
√
3− 2x− x2

dx =

∫ 2 ·
1− 3t2

t2 + 1
+ 8(

1− 3t2

t2 + 1
+ 1

)
4t

t2 + 1

·
− 8t

(t2 + 1)2
dt =

=

∫
2t2 + 10

(t2 − 1)(t2 + 1)
dt =

=



2t2 + 10

(t2 − 1)(t2 + 1)
=

2t2 + 10

(t− 1)(t+ 1)(t2 + 1)
=

A

t− 1
+

B

t+ 1
+
Ct+D

t2 + 1
=

=
A(t+ 1)(t2 + 1) +B(t− 1)(t2 + 1) + (Ct+D)(t− 1)(t+ 1)

(t− 1)(t+ 1)(t2 + 1)
;

2t2+10 = A(t+1)(t2+1)+B(t−1)(t2+1)+(Ct+D)(t−1)(t+1) =
= (A+B + C)t3 + (A−B +D)t2 + (A+B − C)t+ A−B −D ;

A+B + C = 0;
A−B +D = 2;
A+B − C = 0;
A−B −D = 10,


A = 3;
B = −3;
C = 0;
D = −4.


=

=

∫ (
3

t− 1
−

3

t+ 1
−

4

t2 + 1

)
dt = 3 ln |t− 1| − 3 ln |t+ 1| − 4 arctg t+ C =

=

t = √
3− 2x− x2

x+ 3
=

√
1− x

x+ 3

 = 3 ln

∣∣∣∣∣∣
√

1− x

x+ 3
− 1

∣∣∣∣∣∣− 3 ln

∣∣∣∣∣∣
√

1− x

x+ 3
+ 1

∣∣∣∣∣∣−
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−4 arctg

√
1− x

x+ 3
+ C. ♦

Çàóâàæåííÿ. ×àñòî ïiäñòàíîâêè Åéëåðà ïðèâîäÿòü äî ãðîìiçäêèõ âèêëàäîê.
Òîìó äåêîëè äîöiëüíiøå âèêîðèñòàòè iíøi çàìiíè çìiííî¨ äëÿ çíàõîäæåííÿ
íåâèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ, ùî ìiñòÿòü êâàäðàòè÷íi iððàöiîíàëüíîñòi.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ
Çíàéòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè:

74.

∫ √
x

4
√
x3 + 1

dx, 75.

∫
3
√
x

3
√
x2 −

√
x
dx, 76.

∫ √
x

3
√
x2 −

√
x
dx,

77.

∫
6
√
x

x( 3
√
x+ 4

√
x)
dx, 78.

∫
x4

√
x− 1

dx, 79.

∫ √
x+ 2 + 3

√
x+ 2− 4

dx,

80.

∫
x2 +

√
1 + x

3
√
1 + x

dx, 81.

∫
x

√
x+ 1 + 3

√
x+ 1

dx, 82.

∫ √
x(1 + 3

√
x)4 dx,

83.

∫
1

x3
√
x2 + 1

dx, 84.

∫ √
1− x4

x5
dx, 85.

∫ 3
√
1 + 4

√
x

√
x

dx,

86.

∫ 3
√
1 + 4

√
x

√
x

dx, 87.

∫
x5 3
√
(1 + x3)2 dx, 88.

∫
1

x+
√
x2 + x+ 1

dx,

89.

∫ √
x

(1 + 3
√
x)2

dx, 90.

∫
1

x
√
2 + x− x2

dx, 91.

∫
1

(2x− 3)
√
4x− x2

dx,

92.

∫
1

x
√
x2 + x+ 1

dx, 93.

∫
1

1 +
√
x2 + 2x+ 2

dx.

1.2.6 Iíòåãðóâàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âèïàäêè iíòåãðóâàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié
1. Iíòåãðàëè âèãëÿäó∫

sinnx · cosmx dx,
∫

sinnx · sinmx dx,
∫

cosnx · cosmx dx
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ëåãêî îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôîðìóë, ÿêi äîçâîëÿ-
þòü äîáóòîê òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè àáî
ðiçíèöi, à ñàìå:

sinα · cos β =
1

2
[sin(α− β) + sin(α + β)] ;

sinα · sin β =
1

2
[cos(α− β)− cos(α + β)] ;

cosα · cos β =
1

2
[cos(α− β) + cos(α + β)] .

Ïðèêëàä 1.33. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë
∫
cos 4x · cos 3x dx.

♢ Îñêiëüêè

cos 4x · cos 3x =
1

2
[cos(4x− 3x) + cos(4x+ 3x)] ==

1

2
[cosx+ cos 7x] ,

òî∫
cos 4x · cos 3x dx =

1

2

∫
[cosx+ cos 7x] dx =

1

2

(
sinx+

1

7
sin 7x

)
+ C . ♦

2. Iíòåãðàëè âèãëÿäó ∫
sinn x · cosm x dx,

äå m,n ∈ N, ëåãêî îá÷èñëþþòüñÿ, ÿêùî m,n � ïàðíi, çà äîïîìîãîþ òðèãî-
íîìåòðè÷íèõ ôîðìóë:

sin2 α =
1− cos 2α

2
; cos2 α =

1 + cos 2α

2
; sinα · cosα =

1

2
sin 2α.

ßêùî õî÷ îäèí iç ïîêàçíèêiâ ñòåïåíÿ íåïàðíèé (íàïðèêëàä m = 2k + 1),
òî, âðàõîâóþ÷è, ùî cos2 α = 1− sin2 α, îäåðæó¹ìî iíòåãðàë∫

sinn x · cosm x dx =

∫
sinn x · cos2k+1 x dx =

∫
sinn x · cos2k x · cosx dx =

=

∫
sinn x · (1− sin2 x)k · cosx dx,

ÿêèé îá÷èñëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè t = sinx.

Ïðèêëàä 1.34. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

à)
∫

cos4 x dx, á)
∫

sin4 x · cos2 x dx, â)
∫

sin4 x · cos3 x dx, ã)
∫

cos5 x dx.
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♢ a) Îñêiëüêè

cos4 x = (cos2 x)2 =
(
1
2 (1 + cos 2x)

)2
= 1

4 (1 + 2 cos 2x+ cos2 2x) =

= 1
4

(
1 + 2 cos 2x+ 1

2(1 + cos 4x)
)
,

òî∫
cos4 x dx = 1

4

∫
(32 + 2 cos 2x+ 1

2 cos 4x) dx = 1
4

(
3
2 x+ sin 2x+ 1

8 sin 4x
)
+C .

á) Ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ ïåðåòâîðèìî çà äîïîìîãîþ òðèãîíîìåòðè÷íèõ
ôîðìóë:

sin4 x·cos2 x = sin2 x·cos2 x·sin2 x = (sinx·cosx)2 sin2 x =

(
1

2
sin 2x

)2

sin2 x =

= 1
4 sin

2 2x sin2 x = 1
4 ·

1

2
(1− cos 4x) · 1

2 (1− cos 2x) = 1
16(1− cos 4x− cos 2x+

+cos 4x · cos 2x) =
1

16

(
1− cos 4x− cos 2x+

1

2
(cos 2x+ cos 6x)

)
=

=
1

16

(
1− cos 4x− 1

2
cos 2x+

1

2
cos 6x

)
.

Òîäi ∫
sin4 x · cos2 x dx =

1

16

∫ (
1− cos 4x− 1

2
cos 2x+

1

2
cos 6x

)
dx =

=
1

16

(
x− 1

4
sin 4x− 1

4
sin 2x+

1

12
sin 6x

)
+ C.

â) Ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôóíêöi¨, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ïiä çíàêîì iíòåãðàëà ó íå-
ïàðíîìó ñòåïåíi âèäiëèìî ïåðøèé ñòåïiíü i çàñòîñó¹ìî âiäïîâiäíi òðèãîíîìå-
òðè÷íi ôîðìóëè:

sin4 x · cos3 x = sin4 x · cos2 x · cosx = sin4 x · (1− sin2 x) · cosx =

= (sin4 x− sin6 x) · cosx
i çàñòîñó¹ìî ïiäñòàíîâêó t = sinx∫

(sin4 x− sin6 x) · cosx dx = [t = sinx; dt = cosx dx] =

∫
(t4 − t6) dt =
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=
t5

5
− t7

7
+ C =

1

5
sin5 x− 1

7
sin7 x+ C .

ã) Çàïèøåìî, ùî cos5 x = cos4 x · cosx = (1 − sin2 x)2 cosx i òîäi çàñòîñó¹ìî
ïiäñòàíîâêó t = sinx:∫

cos5 x dx =

∫
(1− sin2 x)2 cosx dx = [t = sinx; dt = cosx dx] =

=

∫
(1− t2)2dt =

∫
(1− 2t2 + t4) dt = t− 2t3

3
+
t5

5
+ C =

= sinx− 2

3
sin3 x+

1

5
sin5 x+ C. ♦

3. Iíòåãðàëè âèãëÿäó
∫
R(sinx, cosx) dx, äå R � ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ âiä-

íîñíî sinx, cosx ðàöiîíàëiçóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè

t = tg
x

2
,−π < x < π, (1.16)

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ óíiâåðñàëüíîþ òðèãîíîìåòðè÷íîþ ïiäñòàíîâêîþ.
Òàê ÿê òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨ sinx, cosx âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ôóíêöiþ

tg x
2 íàñòóïíèì ÷èíîì

sinx =
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

, cosx =
1− tg2 x

2

1 + tg2 x
2

,

òî çà äîïîìîãîþ óíiâåðñàëüíî¨ ïiäñòàíîâêè sinx, cosx, dx ìîæíà âèðàçèòè
÷åðåç íîâó çìiííó t:

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
.

Ïðèêëàä 1.35. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë∫
1

8− 4 sinx+ 7 cosx
dx.

♢ Äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó âèêîðèñòà¹ìî óíiâåðñàëüíó ïiäñòàíîâêó (1.16)

∫
1

8− 4 sinx+ 7 cosx
dx =


tg x

2 = t, sinx = 2t
1+t2

cosx = 1−t2

1+t2 , dx = 2 dt
1+t2 ,

8− 4 sinx+ 7 cosx =

= 8− 8t
1+t2 +

7(1−t2)
1+t2 =

= t2−8t+15
1+t2

 =

∫ 2 dt
1+t2

t2−8t+15
1+t2

=
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=

∫
2dt

t2−8t+15 =

∫
2dt

(t−3)(t−5) =


2

(t−3)(t−5) =
A
t−3 +

B
t−5 =

A(t−5)+B(t−3)
(t−3)(t−5) ;

(A+B)t− 5A− 3B = 2;{
A+B = 0,
−5A− 3B = 2,

{
A = −1,
B = 1,

 =

=

∫ ( − 1

t− 3
+

1

t− 3

)
dt = − ln |t− 3|+ ln |t− 5|+ C =

= ln

∣∣∣∣∣t− 5

t− 3

∣∣∣∣∣+ C = ln

∣∣∣∣∣ tg x
2 − 5

tg x
2 − 3

∣∣∣∣∣+ C. ♦

Ïiäñòàíîâêà (1.13) õî÷à i ¹ óíiâåðñàëüíîþ, àëå áóâàþòü âèïàäêè, êîëè âî-
íà ïðèâîäèòü äî ñêëàäíèõ îá÷èñëåíü. Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà âèïàäêè, ó ÿêèõ
ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ðàöiîíàëiçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ iíøèõ ïiäñòàíîâîê.

à) ÿêùî R(sinx, cosx) � íåïàðíà ôóíêöiÿ âiäíîñíî sinx, òîáòî
R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx), òî âèêîðèñòà¹ìî ïiäñòàíîâêó t = cosx.

Ïðèêëàä 1.36. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë∫
sin3 x

cos4 x
dx.

♢ Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ íåïàðíîþ âiäíîñíî sinx, òîìó âèêîðèñòà¹ìî ïiä-
ñòàíîâêó t = cosx:∫

sin3 x
cos4 x dx =

[
t = cosx, dt = − sinx dx, sin2 = 1− t2

]
=

∫
(1−t2)·(−dt)

t4 =

=

∫
(t2−1)dt

t4 =

∫ (
1
t2 −

1
t4

)
dt = −

1

t
+ 1

3t3 + C = − 1
cosx +

1
3 cos3 x + C . ♦

á) ÿêùî R(sinx, cosx)�íåïàðíà ôóíêöiÿ âiäíîñíî cosx, iíøèìè ñëîâàìè
R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx), òî âèêîðèñòà¹ìî ïiäñòàíîâêó t = sinx.

Ïðèêëàä 1.37. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë
∫ cos5 x

sin8 x
dx.

♢ Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ íåïàðíîþ âiäíîñíî cosx, òîìó âèêîðèñòà¹ìî ïiä-
ñòàíîâêó t = sinx:∫

cos5 x

sin8 x
dx =

[
t = sinx, dt = cosx dx, cos4 x = (1− t2)2

]
=

∫
(1− t2)2dt

t8
=
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=

∫
(1− 2t2 + t4)dt

t8
=

∫ (
1

t8
−

2

t6
+

1

t4

)
dt = −

1

7t7
+

2

5t5
−

1

3t3
+ C =

= −
1

sin7 x
+

2

5 sin5 x
−

1

3 sin3 x
+ C. ♦

â) ÿêùî R(sinx, cosx) � ïàðíà ôóíêöiÿ âiäíîñíî sinx, cosx, òîáòî
R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx), òî âèêîðèñòà¹ìî ïiñòàíîâêó t = tg x. Ó
öüîìó âèïàäêó sinx, cosx òà dx ëåãêî âèðàçèòè ÷åðåç íîâó çìiííó t:

sinx =
t

√
1 + t2

, cosx =
1

√
1 + t2

, dx =
dt

1 + t2
.

Ïðèêëàä 1.38. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë
∫ 1

2 sin2 x+ 4 cos2
dx.

♢ Ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ ïàðíîþ âiäíîñíî sinx òà cosx, òîìó âèêîðèñòà-
¹ìî ïiäñòàíîâêó t = tg x:

∫
1

2 sin2 x+ 4 cos2 x
dx =

 t = tg x , cos2 x =
1

1 + t2
, sin2 x =

t2

1 + t2
,

dx =
dt

1 + t2
, 2 sin2 x+ 4 cos2 x =

2t2 + 4

1 + t2

 =

=

∫
1 + t2

2t2 + 4
·

dt

1 + t2
=

∫
dt

2t2 + 4
=

1

2

∫
dt

t2 + 2
=

1

2
√
2
arctg

t√
2
+ C =

=
1

2
√
2
arctg

tg x√
2
+ C. ♦

4. Iíòåãðàëè âèãëÿäó
∫
tgn x dx,

∫
ctgn x dx, äå n � öiëå òà n > 2 îá÷èñëþ-

þòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè: t = tg x àáî t = ctg x.

Ïðèêëàä 1.39. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë∫
tg4 x dx.

♢ Âèêîðèñòà¹ìî ïiäñòàíîâêó t = tg x:∫
tg4 x dx =

[
t = tg x , dx = dt

1+t2

]
=

∫
t4

1+t2 dt =

∫ (
t2 − 1 + 1

1+t2

)
dt =

= t3

3 − t+ arctg t+ C = tg3 x
3 − tg x+ arctg(tg x) + C = tg3 x

3 − tg x+ x+ C. ♦
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ
Îá÷èñëèòè íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè:

94.

∫
1− cosx

1 + cos x
dx , 95.

∫
sin 2x sin 5x dx , 96.

∫
sin4 x dx ,

97.

∫
ctg4 x dx , 98.

∫
dx

sin6 x
, 99.

∫
dx

cosx sin3 x
, 100.

∫
sin4 x

cos2 x
dx ,

101.

∫
dx

5− 3 cosx
, 102.

∫
dx

1 + sin2 x
, 103.

∫
dx

1 + tg x
, 104.

∫
2− sinx

2 + cos x
dx ,

105.

∫
sin4 x

cosx
dx , 106.

∫
sin2

x

4
· cos2 x

4
dx, 107.

∫
3
√
cos2 x sin3 x dx,

108.

∫
cos3 x

sin2 x+ sinx
dx, 109.

∫
dx

8− 4 sinx+ 7 cosx
, 110.

∫
dx

(1 + cos x) sinx
,

111.

∫
1 + sin x

sinx(1 + cos x)
dx, 112.

∫
sin 2xdx

sin4 x+ cos4 x
, 113.

∫
(tg2 x+ tg4 x) dx,

114.

∫
2 tg x+ 3

(2 cos2 x+ sin2 x) sinx
dx, 115.

∫
1

5 + 3 cosx+ sinx
dx.

1.2.7 Iíòåãðàëè, ùî �íå áåðóòüñÿ�

ßê âèäíî iç äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ, ïîõiäíà âiä äîâiëüíî¨ åëåìåíòàð-
íî¨ ôóíêöi¨ ¹ òàêîæ ôóíêöi¹þ åëåìåíòàðíîþ. Iíàêøå êàæó÷è, îïåðàöiÿ äèôå-
ðåíöiþâàííÿ íå âèâîäèòü íàñ iç êëàñó åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié. Öüîãî íå ìîæíà
ñêàçàòè ïðî iíòåãðóâàííÿ � îïåðàöiþ, îáåðíåíó äî äèôåðåíöiþâàííÿ. Iíòå-
ãðóâàííÿ åëåìåíòàðíî¨ ôóíêöi¨ íå çàâæäè çíîâó ïðèâîäèòü äî åëåìåíòàðíî¨
ôóíêöi¨. Äîâåäåíî, ùî iñíóþòü åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨, iíòåãðàëè âiä ÿêèõ íå ¹
åëåìåíòàðíèìè ôóíêöiÿìè. Ïðî òàêi iíòåãðàëè êàæóòü, ùî âîíè íå îá÷è-
ñëþþòüñÿ â ñêií÷åíîìó âèãëÿäi àáî �íå áåðóòüñÿ�.

Äî iíòåãðàëiâ, ÿêi �íå áåðóòüñÿ� ìîæíà âiäíåñòè íàñòóïíi:∫
e−x2

dx � iíòåãðàë Ïóàññîíà,∫
sin(x2) dx,

∫
cos(x2) dx � iíòåãðàëè Ôðåíåëÿ,

∫ 1

lnx
dx � iíòåãðàëüíèé ëîãàðèôì,
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∫ sinx
x

dx � iíòåãðàëüíèé ñèíóñ,

∫ cosx
x

dx � iíòåãðàëüíèé êîñèíóñ,

∫ √
1− k2 sin2 x dx, |k| < 1 � åëiïòè÷íèé iíòåãðàë,∫

xα sinx dx,
∫
xα cosx dx,

∫
xαex dx, α ̸= 0, 1, 2, ... òà ðÿä iíøèõ iíòåãðà-

ëiâ.
Öi iíòåãðàëè iñíóþòü, îñêiëüêè iñíó¹ iíòåãðàë âiä áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨

ôóíêöi¨, àëå íå âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨. Òàêi iíòåãðàëè ìî-
æóòü áóòè îá÷èñëåíi íàáëèæåíèìè ìåòîäàìè.

Òàêèì ÷èíîì îïåðàöiÿ iíòåãðóâàííÿ ¹ ñêëàäíiøîþ, íiæ îïåðàöiÿ äèôåðåí-
öiþâàííÿ. Òîìó òðåáà ÷iòêî âîëîäiòè ìåòîäàìè iíòåãðóâàííÿ i âìiòè âèçíà÷à-
òè ôóíêöi¨, iíòåãðàëè âiä ÿêèõ öèìè ìåòîäàìè çíàõîäÿòüñÿ. À òàêîæ âàæëèâî
ðîçðiçíÿòè iíòåãðàëè, ÿêi �íå áåðóòüñÿ�.
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Ðîçäië 2

Âèçíà÷åíèé iíòåãðàë òà éîãî

çàñòîñóâàííÿ

2.1 Ïîíÿòòÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó, éîãî ãåîìåòðè÷íèé

òà åêîíîìi÷íèé çìiñò

Íåõàé ôóíêöiÿ y = f(x) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a; b]. Ðîçiá'¹ìî äîâiëüíèì
÷èíîì öåé âiäðiçîê íà n ÷àñòèí òî÷êàìè a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b.
Âiçüìåìî íà êîæíîìó âiäðiçêó òî÷êó ξi ∈ [xi−1;xi], (i = 1, 2, . . . ), îá÷èñëèìî
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(ξi) i ïîìíîæèìî íà ∆xi = xi − xi−1 (Ðèñ. 2.1).

0 x =0 а х2х1 хі-1 хі x =bnξ1 ξ2 ξi

y=f(x)

x

y

A

B

xn-1 ξn

x=b

x=a

Ðèñ. 2.1
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Iíòåãðàëüíîþ ñóìîþ äëÿ ôóíêöi¨ y = f(x) íà âiäðiçêó [a; b] íàçèâà¹òüñÿ
ñóìà

Sn =
n∑

i=1

f(ξi) ·∆xi. (2.1)

Îçíà÷åííÿ 2.1. ßêùî iñíó¹ ñêií÷åíà ãðàíèöÿ iíòåãðàëüíî¨ ñóìè (2.1) ïðè
max
1⩽i⩽n

∆xi → 0, ÿêà íå çàëåæèòü íi âiä ñïîñîáó ðîçáèòòÿ âiäðiçêà íà ÷àñòèíè,

íi âiä âèáîðó òî÷îê ξi, òî öÿ ãðàíèöÿ íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíèì iíòåãðàëîì
ôóíêöi¨ f(x) íà âiäðiçêó [a; b] i ïîçíà÷à¹òüñÿ

lim
max∆xi→0

n∑
i=1

f(ξi) ·∆xi =
b∫
a

f(x)dx. (2.2)

Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ f(x) ¹ iíòåãðîâíîþ íà âiäðiçêó [a; b]. ×èñëà a i b íàçè-
âàþòüñÿ âiäïîâiäíî íèæíüîþ i âåðõíüîþ ìåæåþ iíòåãðóâàííÿ, ôóíêöiÿ
f(x) íàçèâà¹òüñÿ ïiäiíòåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ, à âèðàç f(x)dx � ïiäiíòå-
ãðàëüíèì âèðàçîì, [a; b] � ïðîìiæêîì iíòåãðóâàííÿ.

Òåîðåìà 2.1. (íåîáõiäíà óìîâà iíòåãðîâíîñòi). ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ¹ iíòå-
ãðîâíîþ íà âiäðiçêó [a; b], òî âîíà îáìåæåíà íà öüîìó âiäðiçêó.

Òåîðåìà 2.2. (äîñòàòíÿ óìîâà iíòåãðîâíîñòi). ßêùî ôóíêöiÿ f(x) íåïå-
ðåðâíà íà âiäðiçêó [a; b], òî âîíà ¹ iíòåãðîâíà íà öüîìó âiäðiçêó.

Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó. Ïëîùà S êðèâîëiíiéíî¨
òðàïåöi¨ (Ðèñ 2.1.) (ôiãóðà îáìåæåíà ãðàôiêîì ôóíêöi¨ y = f(x), f(x) > 0,
âiññþ Ox òà ïðÿìèìè x = a, x = b) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

S =

b∫
a

f(x)dx. (2.3)

Åêîíîìi÷íèé çìiñò âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó.ßêùî ôóíêöiÿ y = f(x)�
ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi â ìîìåíò ÷àñó t, òî îáñÿã V âèðîáëåíî¨ çà ïðîìiæîê ÷àñó
[0;T] ïðîäóêöi¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

V =

T∫
0

f(x) dx. (2.4)
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2.2 Âëàñòèâîñòi âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó

Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó:

1. Ñòàëèé ìíîæíèê ìîæíà âèíåñòè çà çíàê âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó:

b∫
a

Af(x) dx = A

b∫
a

f(x) dx, A = const;

2. Âèçíà÷åíèé iíòåãðàë âiä àëãåáðà¨÷íî¨ ñóìè (ðiçíèöi) ôóíêöié äîðiâíþ¹
àëãåáðà¨÷íié ñóìi (ðiçíèöi) âèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ âiä êîæíî¨ iç íèõ:

b∫
a

(f(x)± g(x)) dx =

b∫
a

f(x) dx±
b∫
a

g(x) dx;

3. ßêùî ïîìiíÿòè ìiñöÿìè ìåæi iíòåãðóâàííÿ, òî çíàê âèçíà÷åíîãî iíòå-
ãðàëó çìiíèòüñÿ íà ïðîòèëåæíèé:

b∫
a

f(x) dx = −
a∫
b

f(x) dx;

4. Âèçíà÷åíèé iíòåãðàë ç ðiâíèìè ìåæàìè iíòåãðóâàííÿ ðiâíèé íóëþ, òîáòî

a∫
a

f(x)dx = 0;

5. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) iíòåãðîâíà íà âiäðiçêàõ [a; c] i [c; b], òî

b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx.

Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ âëàñòèâîñòi: ÿêùî ôóíêöiÿ f(x) ⩾ 0 íà
âiäðiçêó [a; b] i a < c < b, òî ïëîùà S êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨ ç îñíîâîþ
[a; b] äîðiâíþ¹ ñóìi ïëîù S1 òà S2 ç îñíîâàìè [a; c] i [c; b] (Ðèñ. 2.2)
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0 а b

y=f(x)

x

y

с

S1 S2

Ðèñ. 2.2

6. ßêùî íà âiäðiçêó [a; b] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü φ(x) ⩽ f(x), òî

b∫
a

φ(x) dx ⩽

b∫
a

f(x) dx, a < b.

Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ âëàñòèâîñòi: ïëîùà êðèâîëiíiéíî¨ òðàïå-
öi¨, îáìåæåíî¨ çâåðõó êðèâîþ f(x) íå ìåíøå ïëîùi, îáìåæåíî¨ çíèçó êðè-
âîþ φ(x) (Ðèñ. 2.3)

0 а b

y=f(x)

x

y

с

y= (x)φ

Ðèñ. 2.3

7. ßêùîm òàM � íàéìåíøå i íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x) íà âiäðiçêó
[a; b] i a < b, òî

m(b− a) ⩽

b∫
a

f(x) dx ⩽M(b− a)
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Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ âëàñòèâîñòi: ïëîùà S êðèâîëiíiéíî¨ òðà-
ïåöi¨, îáìåæåíî¨ çâåðõó êðèâîþ f(x) íå ìåíøå ïëîùi S1 ïðÿìîêóòíèêà
âèñîòîþ m i íå áiëüøå ïëîùi S2 ïðÿìîêóòíèêà âèñîòîþ M (Ðèñ. 2.4)

y=f(x)

0 а b x

y

S1=m(b-a)

S2=M(b-a)

М

m

Ðèñ. 2.4

8. Çíà÷åííÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó íå çàëåæèòü âiä ïîçíà÷åííÿ çìiííî¨ ií-
òåãðóâàííÿ:

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(t) dt.

9. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ¹ íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [−a; a], òî
a∫
−a

f(x) dx =

 2
a∫
0

f(x) dx, ÿêùî f(x) � ïàðíà;

0, ÿêùî f(x) � íåïàðíà.

10. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a; b] i a < b, òî iñíó¹ õî÷à á
îäíà òî÷êà c ∈ [a; b] òàêà, ùî

b∫
a

f(x) dx = f(c)(b− a).

Äàíà âëàñòèâiñòü òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ �âëàñòèâiñòü ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ
âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà�.
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Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ âëàñòèâîñòi: ÿêùî f(x) ⩾ 0 íà âiäðiçêó
[a; b], òî çíàéäåòüñÿ õî÷à á îäíà òàêà òî÷êà c ∈ [a; b], ùî ïëîùà, îáìå-
æåíà êðèâîþ f(x), äîðiâíþâàòèìå ïëîùi ïðÿìîêóòíèêà ç âèñîòîþ f(c)
(Ðèñ. 2.5).

×èñëî

f(c) =
1

b− a

b∫
a

f(x) dx

íàçèâà¹òüñÿ ñåðåäíiì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ f(x) íà âiäðiçêó [a; b].

0 а b

y=f(x)

x

y

c

Ðèñ. 2.5

2.3 Ìåòîäè îá÷èñëåííÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó

2.3.1 Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíiöà

Òåîðåìà 2.3. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a; b] i F (x) � áóäü-
ÿêà ¨¨ ïåðâiñíà íà [a; b], òî

b∫
a

f(x) dx = F (x)|ba = F (b)− F (a). (2.5)

Ôîðìóëà (2.5) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Íüþòîíà-Ëåéáíiöà.
Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíiöà íàäà¹ ìîæëèâiñòü ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíå

ïðàâèëî: ùîá îá÷èñëèòè âèçíà÷åíèé iíòåãðàë
b∫
a

f(x)dx, ïîòðiáíî çíàéòè âiä-

ïîâiäíó ïåðâiñíó ôóíêöiþ, â îòðèìàíèé âèðàç ïiäñòàâèòè çàìiñòü x ñïî÷àòêó
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âåðõíþ ìåæó iíòåãðóâàííÿ, à ïîòiì íèæíþ i âiä ïåðøîãî ðåçóëüòàòó ïiäñòà-
íîâêè âiäíÿòè äðóãèé.

Ïðèêëàä 2.1. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë∫ 3

1

(x4 + 2) dx.

♢
3∫
1

(x4 + 2)dx =

(
x5

5
+ 2x

)∣∣∣∣3
1

=

(
35

5
+ 6

)
−
(
1

5
+ 2

)
=

262

5
= 52, 4 . ♦

Ïðèêëàä 2.2. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë ∫ e

1

1

x
dx.

♢ ∫ e

1

1

x
dx = lnx

∣∣∣e
1
= ln e− ln 1 = 1− 0 = 1. ♦

Ïðèêëàä 2.3. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë∫ 1

0

1

1 + x2
dx.

♢ ∫ 1

0

1

1 + x2
dx = arctg x

∣∣∣1
0
= arctg 1− arctg 0 =

π

4
. ♦

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ
Îá÷èñëèòè âèçíà÷åíi iíòåãðàëè

116.

∫ π/2

0

sinx dx, 117.

2∫
1

1

x
dx, 118.

√
2/2∫
0

1√
1− x2

dx, 119.

3∫
1

1

3 + x2
dx,

120.

π∫
0

(2x− cosx) dx, 121.

1∫
0

e−3x dx, 122.

4∫
1

1

x
√
x
dx,

123.

2∫
1

2x3 + 1

x2
dx, 124.

π/4∫
0

sin

(
3π

4
− 5x

)
dx, 125.

3∫
1

1
5
√
(2x− 1)4

dx.
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2.3.2 Ìåòîä çàìiíè çìiííî¨ ó âèçíà÷åíîìó iíòåãðàëi

Ïðè îá÷èñëåííi âèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ, ÿê i íåâèçíà÷åíèõ, øèðîêî çàñòî-
ñîâó¹òüñÿ ìåòîä çàìiíè çìiííî¨ (àáî ìåòîä ïiäñòàíîâêè).

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [a; b], à ôóíêöiÿ
x = φ(t) ìà¹ íåïåðåðâíó ïîõiäíó íà âiäðiçêó [α; β], äå a = φ(α), b = φ(β).
Êðiì òîãî äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ [α; β]: a < φ(t) < b. Òîäi

b∫
a

f(x) dx =

[
x = φ(t); dx = φ′(t)dt,
a = φ(α), b = φ(β)

]
=

β∫
α

f(φ(t))φ′(t) dt. (2.6)

Ôîðìóëà (2.6) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ çàìiíè çìiííî¨ ó âèçíà÷åíîìó
iíòåãðàëi (àáî ôîðìóëîþ ïiäñòàíîâêè).

Çàóâàæåííÿ. ßêùî ïðè îá÷èñëåííi íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó çàìiíîþ
x = φ(t) ó ïåðâiñíié ôóíêöi¨ íåîáõiäíî áóëî ïîâåðòàòèñÿ äî çìiíííî¨ x, òî
ó âèçíà÷åíîìó iíòåãðàëi ïîòðiáíî òiëüêè çìiíèòè ìåæi iíòåãðóâàííÿ. Íèæíÿ
ìåæà α çíàõîäèòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ a = φ(t), à âåðõíÿ ìåæà β � ÿê
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ b = φ(t).

Çàóâàæåííÿ. ×àñòî çðó÷íiøå çàìiñòü ïiäñòàíîâêè x = φ(t) âèêîðèñòàòè ïiä-
ñòàíîâêó t = ψ(x). Ó öüîìó âèïàäêó íîâi ìåæi iíòåãðóâàííÿ âèçíà÷àþòüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì: α = ψ(a) i β = ψ(b).

Ïðèêëàä 2.4. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

e2∫
e

ln3 x

x
dx.

♢

e2∫
e

ln3 x

x
dx =

 çàìiíà: t = lnx, dt = 1
xdx,

ïðè: x = e, t = 1;
ïðè: x = e2, t = 2

 =

2∫
1

t3 dt =
t4

4

∣∣∣∣∣
2

1

=
24

4
−
1

4
=

15

4
. ♦

Ïðèêëàä 2.5. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë
√
23∫
2

x
3
√
x2 + 4 dx.
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♢
√
23∫
2

x 3
√
x2 + 4 dx =

 çàìiíà: x2 + 4 = t3, 2x dx = 3t2 dt,
ïðè: x = 2, t = 2;

ïðè: x =
√
23, t = 3

 =
3

2

3∫
2

t3 dt =

=
3

2

t4

4

∣∣∣∣∣
3

2

=
3

2

(
34

4
−

24

4

)
=

3

2
·
65

4
=

195

8
. ♦

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ
Îá÷èñëèòè âèçíà÷åíi iíòåãðàëè

126.

∫ 2

0

x
√
16− x2

dx, 127.

∫ e3

1

dx

x
√
1 + ln x

, 128.

4∫
1

√
x

1 +
√
x
dx,

129.

ln 5∫
0

ex
√
ex − 1

ex + 3
dx, 130.

0∫
−1

dx

1 + 3
√
x+ 1

, 131.

9∫
4

√
x√

x− 1
dx,

132.

π/2∫
0

cos5 x dx, 133.

1/2∫
0

esinπx cos πx dx, 134.

π/2∫
0

sin3 x cos4 x dx.

2.3.3 Ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó

Òåîðåìà 2.5. ßêùî ôóíêöi¨ u = u(x) òà v = v(x) ìàþòü íåïåðåðâíi ïîõiäíi
íà âiäðiçêó [a; b], òî

b∫
a

u dv = u · v|ba −
b∫

a

v du. (2.7)

Ôîðìóëà (2.7) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ
âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó. Âñi çàóâàæåííÿ, ÿêi çàçíà÷àëèñÿ äëÿ ôîðìóëè iíòå-
ãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äëÿ íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó ¹ ñïðàâåäëèâèìè i äëÿ âè-
çíà÷åíîãî iíòåãðàëó, òîáòî äëÿ ôîðìóëè (2.7).

Ïðèêëàä 2.6. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë
e∫
1

x lnx dx.
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♢
e∫
1

x lnx dx =

 u = lnx, du =
1

x
dx,

dv = x dx, v =
x2

2

 =
x2

2
lnx

∣∣∣∣∣
e

1

−
e∫
1

x2

2

dx

x
=

=
e2

2
−
x2

4

∣∣∣∣∣
e

1

=
e2

2
−
e2

4
+

1

4
=
e2

4
+

1

4
. ♦

Ïðèêëàä 2.7. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë

1∫
0

xex dx.

♢

1∫
0

xex dx =

[
u = x, du = dx,

dv = ex dx, v = ex

]
= x · ex|10 −

1∫
0

ex dx = e− ex|10 = 1. ♦

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ
Îá÷èñëèòè âèçíà÷åíi iíòåãðàëè

135.

∫ 2

0

ln(3x+ 1) dx, 136.

π/2∫
0

(2− x) sin 3x dx, 137.

1∫
0

x ln(x+ 3) dx,

138.

1/2∫
0

x arctg x dx, 139.

e∫
1

x4 lnx dx, 140.

1∫
0

e−3x dx, 141.

2∫
0

x2e−2x dx,

142.

π∫
0

x2 sinx dx, 143.

1∫
0

x ln(1 + x2) dx, 144.

2∫
−2

(x− 1) sinπx dx.

145.

π/3∫
π/6

x

cos2 x
dx, 146.

π/2∫
0

x2 cosx dx, 147.

√
3/3∫
0

arctg x dx, 148.

π/2∫
π/4

x

sin2 x
dx.
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2.4 Çàñòîñóâàííÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó

2.4.1 Îá÷èñëåííÿ ïëîùi ïëîñêî¨ ôiãóðè

Íåõàé íà âiäðiçêó [a; b] çàäàíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f(x) ⩾ 0. Ïëîùà êðè-
âîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨ � ôiãóðè, îáìåæåíî¨ êðèâîþ y = f(x), âiññþ Ox, ïðÿìèìè
x = a òà x = b (Ðèñ. 2.6), çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

S =

b∫
a

f(x) dx. (2.8)

ßêùî íà âiäðiçêó [a; b] ôóíêöiÿ f(x) ⩽ 0 (Ðèñ. 2.7), òî ïëîùà ôiãóðè, îáìå-
æåíî¨ âiññþ Ox, êðèâîþ y = f(x) òà ïðÿìèìè x = a òà x = b, îá÷èñëþ¹òüñÿ
çà ôîðìóëîþ:

S = −
b∫
a

f(x) dx. (2.9)

0 а b

y=f(x)

x

y

А

В

Ðèñ. 2.6

0

а b

x

y

y=f(x)

А

В

Ðèñ. 2.7

ßêùî íà [a; b] ôóíêöiÿ f(x) çìiíþ¹ çíàê ñêií÷åíå ÷èñëî ðàçiâ (Ðèñ. 2.8),
òî ïëîùà ôiãóðè, ÿêà îáìåæåíà êðèâîþ y = f(x), âiññþ Ox, ïðÿìèìè x = a
òà x = b, çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

S =

b∫
a

|f(x)| dx. (2.10)

Äëÿ ïðèêëàäó ìîæåìî îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, ÿêà çîáðàæåíà íà Ðèñ. 2.8

S =

b∫
a

|f(x)| dx =

c1∫
a

f(x) dx−
c2∫
c1

f(x) dx+

b∫
c2

f(x) dx.
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ßêùî ôiãóðà îáìåæåíà äâîìà íåïåðåðâíèìè êðèâèìè y = f(x), y = g(x)
òà ïðÿìèìè x = a òà x = b (Ðèñ. 2.9) ïðè÷îìó f(x) ⩽ g(x) äëÿ âñiõ x ∈ [a; b],
òî ïëîùà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

S =

b∫
a

(g(x)− f(x)) dx. (2.11)

0 а b

y=f(x)

x

y

с1 с2

A

B

Ðèñ. 2.8

0 а b

y=f(x)

x

y
y=g(x)

Ðèñ. 2.9

Ïðèêëàä 2.8. Îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, ÿêà îáìåæåíà ëiíiÿìè: y = x2 + 4x
òà y − x = 4.

♢ Ïîáóäó¹ìî ôiãóðó, ïëîùó ÿêî¨ ïîòðiáíî îá÷èñëèòè. Ôóíêöiÿ y = x2 + 4x
çàäà¹ ïàðàáîëó, âiòêè ÿêî¨ íàïðÿìëåíi âãîðó i âîíà ïåðåòèíà¹ âiñü Ox ó òî÷êàõ
x = −4 òà x = 0. Ôóíêöiÿ y − x = 4 âèçíà÷à¹ ïðÿìó, ÿêà ïåðåòèíà¹ âiñü Ox
òà Oy âiäïîâiäíî ó òî÷êàõ x = −4 òà y = 4 (Ðèñ. 2.10).

Ïëîùó ôiãóðè áóäåìî îá÷èñëþâàòè çà ôîðìóëîþ (2.11), äå f(x) = x +
4, g(x) = x2 + 4x. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìåæ iíòåãðóâàííÿ ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè
ñèñòåìó: {

y = x+ 4;
y = x2 + 4x;

x1 = −4; y1 = 0,
x2 = 1; y2 = 5.

Òîäi

S =
1∫
−4

(
x+ 4− x2 − 4x

)
dx =

1∫
−4

(
−x2 − 3x+ 4

)
dx =

=

(
−
x3

3
−

3x2

2
+ 4x

)∣∣∣∣∣
1

−4

= −
1

3
−

3

2
+ 4−

(
64

3
− 24− 16

)
=

125

6
= 20

5

6
. ♦
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x

y

2-2-4-6

2

4

6

-2

-4

y=x +4x
2

y-x=4

Ðèñ. 2.10

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ
Îá÷èñëèòè ïëîùó ôiãóðè, ÿêà îáìåæåíà êðèâèìè:

149. y = x2 − 2x− 1, 2y = 3x− 2, 150. x = y2 − 2y, x = −y2 + 2y + 6,

151. y = x2 − 6x+ 6, y = −x2 + 2x, 152. 4y = x2, 2y = 6− x2,

153. y = x2 + 5x, y = 7− x, 154. y = 3x− 4, y = −x2,
155. y2 = 4− x, x = y2 − 2y, 156. y = 2x2 − 12x+ 16, y = x25x+ 4,

157. y = x
√

9− x2, y = 0, 0 ⩽ x ⩽ 3 158. x = 2y2 − 8y + 6, x = −y2 − 3y.

2.4.2 Îá÷èñëåííÿ äîâæèíè äóãè êðèâî¨

Íåõàé íà âiäðiçêó [a; b] ïëîñêà êðèâà çàäàíà ðiâíÿííÿì y = f(x), äå f(x)�
íåïåðåðâíà ðàçîì iç ïîõiäíîþ ôóíêöiÿ. Òîäi äîâæèíà äóãè îá÷èñëþ¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ:

l =

b∫
a

√
1 + [f ′(x)]2 dx. (2.12)
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Ïðèêëàä 2.9. Îá÷èñëèòè äîâæèíó äóãè êðèâî¨ y = lnx âiä òî÷êè ç àáöèñîþ
1 äî òî÷êè ç àáöèñîþ

√
3.

♢ Äîâæèíó äóãè êðèâî¨ áóäåìî îá÷èñëþâàòè çà ôîðìóëîþ (2.12), äå f(x) =
= lnx:

l =

√
3∫

1

√
1 + x2

x
dx =

[
çàìiíà: x = tg z, dx = 1

cos2 z dz;

x = 1, z = π
4 , x =

√
3, z = π

3

]
=

π
3∫

π
4

1

sin z · cos2 z
dz =

=

(
1

cos z
+ ln

∣∣tg z
2

∣∣)∣∣∣∣π3
π
4

= 2−
√
2−

1

2
ln 3− ln tg

∣∣∣π
8

∣∣∣ = 0, 92 . ♦

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ
Îá÷èñëèòè äîâæèíó ëiíi¨, ÿêà çàäàíà ðiâíÿííÿì:

159. y =
√

1− x2+arcsinx, x ∈ [0; 1], 160. y = ex−1, x ∈
[
ln
√
8; ln

√
15
]
,

161. y = ln sin x, x ∈
[π
3
;
π

2

]
, 162. y = lnx, x ∈ [

√
3;
√
15],

163. y = 1 + ln cosx, x ∈
[
0;
π

3

]
, 164. y = arcsin e−x, x ∈ [0; 1] ,

165. y =
1

6
x3 +

1

2x
, x ∈ [3; 4] , 166. y = ln(x2 − 1), x ∈ [3; 4] ,

167. y =
1

32
x4 +

1

x2
, x ∈ [1; 2] , 168. y = 3− ex, x ∈

[
ln
√
15; ln

√
24
]
,

2.4.3 Çàñòîñóâàííÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó â åêîíîìiöi

1. Íåõàé V , D, P � ôóíêöi¨ âiäïîâiäíî âèòðàò, äîõîäó òà ïðèáóòêó, ÿêi
çàëåæàòü âiä êiëüêîñòi x âèðîáëåíî¨ ïðîäóêöi¨ àáî ÷àñó t ¨¨ âèðîáíèöòâà, à
V ′, D′, P ′ � ôóíêöi¨ ìàðãiíàëüíèõ âèòðàò, äîõîäó òà ïðèáóòêó âiäïîâiäíî.

Òîäi çìiíè âêàçàíèõ âåëè÷èí ïðè çðîñòàííi âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ âiä a
îäèíèöü äî b îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè âiäïîâiäíî:

b∫
a

V ′(x) dx = V (b)− V (a),
b∫
a

D′(x) dx = D(b)−D(a),

b∫
a

P ′(x) dx = P (b)− P (a).
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Ïðèêëàä 2.10. Ôóíêöiÿ ìàðãiíàëüíèõ âèòðàò âèðîáíèöòâà x îäèíèöü ïðîäó-
êöi¨ çà ïåâíèé ÷àñ ìà¹ âèãëÿä V ′(x) = 10 − 0, 01x. Îá÷èñëèòè íà ñêiëüêè
çðîñòóòü âèòðàòè âèðîáíèöòâà (ó ãðèâíÿõ) ïðè çáiëüøåííi âèïóñêó ïðîäóêöi¨
âiä 100 äî 200 îäèíèöü.

♢ Äëÿ îá÷èñëåííÿ âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó:

b∫
a

V ′(x) dx = V (b)− V (a) .

Òîäi

200∫
100

V ′(x) dx =

200∫
100

(10− 0, 01x) dx =
(
10x− 0, 005x2

)∣∣200
100

= 850 .

Îòæå, çàòðàòè çðîñòóòü íà 850 ãðí. ♦
2. ßêùî V (t),D(t), P (t) âêàçàíi âèùå ôóíêöi¨, ÿêi çàëåæàòü âiä ÷àñó t, òîäi

P (t) = D(t)−V (t) i çàãàëüíèé ïðèáóòîê çà ÷àñ T îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

P (t) =

T∫
0

P ′(t) dt =

T∫
0

(D′(t)− V ′(t)) dt .

Ïðèêëàä 2.11. Øâèäêîñòi çìiíè âèòðàò i äîõîäó àãðîôiðìè iç ïî÷àòêó ¨¨ äi-
ÿëüíîñòi âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè V ′(t) = 5 + 4

3
√
t2 i D′(t) = 25 − 3

√
t2, äå

V (t), D(t) âèìiðþþòüñÿ ìëí.ãðí., à t ðîêàìè. Âèçíà÷èòè ÿê äîâãî àãðîôiðìà
áóëà ïðèáóòêîâîþ òà çíàéòè çàãàëüíèé ïðèáóòîê, ÿêèé áóëî îäåðæàíî çà öåé
÷àñ.

♢ Iç óìîâè D′(t) = V ′(t) îäåðæó¹ìî îïòèìàëüíèé ÷àñ t∗ äëÿ ïðèáóòêó àãðî-
ôiðìè. Çíàéäåìî t∗:

5 + 4
3
√
t2 = 25− 3

√
t2; t∗ = 8.

Îòæå, àãðîôiðìà áóëà ïðèáóòêîâîþ 8 ðîêiâ. Îá÷èñëþ¹ìî ïðèáóòîê ôiðìè çà
öåé ÷àñ:

8∫
0

(D′(t)− V ′(t)) dt =
8∫
0

(25− 3
√
t2 − 5− 4

3
√
t2) dt =

=
8∫
0

(20− 5
3
√
t2) dt =

(
20t− 3

3
√
t5
)∣∣∣8

0
= 160− 96 = 64.
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Îòæå, çà 8 ðîêiâ àãðîôiðìà îòðèìàëà ïðèáóòîê â ðîçìiði 64 ìëí.ãðí. ♦
3. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 2.3, ìîæíà îá÷èñëèòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ôóí-

êöi¨ y = f(x) íà âiäðiçêó [a; b].

Ïðèêëàä 2.12. Çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âèòðàò f(x) = x2+2x+4, ÿêùî îáñÿã
ïðîäóêöi¨ x çìiíþ¹òüñÿ âiä 10 äî 20 îäèíèöü.

♢ Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ y = f(x) íà âiäðiçêó [a; b] îá÷èñëþ¹ìî çà ôîð-
ìóëîþ:

f(c) =
1

b− a

b∫
a

f(x) dx.

Òîäi

1

10

20∫
10

(
x2 + 2x+ 4

)
dx =

1

10

(
1

3
x3 + x2 + 4x

)∣∣∣∣∣
20

10

= 267, 3 .

Îòæå, ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âèòðàò äîðiâíþ¹ 267, 3.
4.Êîåôiöi¹íò íåðiâíîìiðíîñòi ðîçïîäiëó äîõîäó. Íåõàé ôóíêöiÿ y =

= f(x) îïèñó¹ çàëåæíiñòü ÷àñòêè ñóêóïíîãî äîõîäó y, îäåðæàíî¨ ÷àñòèíîþ x

óñüîãî íàñåëåííÿ. Ãðàôiê ôóíêöi¨ íàçèâàþòü êðèâîþ Ëîðåíöà (Ðèñ. 2.11).
ßêùî ïðè x = 0, 1 îäåðæó¹ìî y = 0, 4, òî öå îçíà÷à¹, ùî 10% íàñåëåííÿ
âîëîäiþòü 40% çàãàëüíîãî äîõîäó êðà¨íè. Ïðè ðiâíîìiðíîìó (äîñêîíàëîìó)
ðîçïîäiëi äîõîäiâ êðèâà Ëîðåíöà âèðîäæó¹òüñÿ â ïðÿìó � áiñåêòðèñó ÎÀ.

y=f(x)

y

xO 1

1 A

B

C

Ðèñ. 2.11
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Âiäíîøåííÿ L ïëîùi S2 ìiæ áiñåêòðèñîþ ÎÀ òà êðèâîþ Ëîðåíöà äî ïëî-
ùi S1 òðèêóòíèêà ÎÀÑ õàðàêòåðèçó¹ ñòóïiíü íåðiâíîìiðíîñòi ðîçïîäiëó äî-
õîäiâ íàñåëåííÿ. Ïðè öüîìó L íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòîì íåðiâíîìiðíîñòi
ðîçïîäiëó äîõîäiâ, êîåôiöi¹íòîì Ëîðåíöà àáî êîåôiöi¹íòîì Äæiíi i
îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëîþ:

L =
S2

S1
= 2

1∫
0

(x− f(x)) dx. (2.13)

Ïðèêëàä 2.13. Çà äàíèìè äîñëiäæåííÿ ðîçïîäiëó äîõîäiâ ïåâíî¨ äåðæàâè êðè-
âà Ëîðåíöà îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì y = 0, 8x2 + 0, 2x. Îá÷èñëèòè êîåôiöi¹íò
Ëîðåíöà.

♢ Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòà Ëîðåíöà âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó (2.13):

L = 2
1∫
0

(x− 0, 8x2 − 0, 2x) dx = 2
1∫
0

(0, 8x− 0, 8x2) dx =

= 1, 6

(
x2

2
−
x3

3

)∣∣∣∣∣
1

0

= 0, 27.

Îòæå, êîåôiöi¹íò Ëîðåíöà ðiâíèé 0,27. ♦
×àñòî êîåôiöi¹íò Ëîðåíöà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè íåðiâíî-

ìiðíîãî ðîçïîäiëó ïðèáóòêîâîãî ïîäàòêó. Äëÿ öüîãî ñëiä ââàæàòè, ùî ôóí-
êöiÿ y ¹ ÷àñòèíîþ çàãàëüíîãî ïðèáóòêîâîãî ïîäàòêó i ïðîïîðöiéíà ÷àñòèíi x
óñüîãî íàñåëåííÿ äåðæàâè, òîáòî y = kx.

5. ßêùî ôóíêöiÿ f(t) çàäà¹ ïðèáóòîê ôiðìè çà ÷àñ t, à r% � íîìiíàëüíà
îáëiêîâà ùîði÷íà ñòàâêà, òî ðåàëüíå çíà÷åííÿ çàãàëüíîãî ïðèáóòêó P çà ÷àñ
âiä t = 0 äî t = T çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ:

P =

T∫
0

f(t)e−rt/100 dt. (2.14)

Ïðèêëàä 2.14. Êîìïàíiÿ �SKP� çà ðàõóíîê âêëàäåíü â íîâå îáëàäíàííÿ â ðîç-
ìiði 10 ìëí.ãðí ïëàíó¹ ùîði÷íî íà ïðîòÿçi 5 ðîêiâ îòðèìóâàòè ïðèáóòîê â 1
ìëí.ãðí. Íîìiíàëüíà îáëiêîâà ùîði÷íà ñòàâêà ñòàíîâèòü 5%. Çíàéòè ðåàëü-
íèé ïðèáóòîê êîìïàíi¨.
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♢ Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïðèáóòêó êîìïàíi¨ âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó (2.14):

P =
5∫
0

1 · e−0,05t dt− 10 = −20 e−0,05t
∣∣5
0
− 10 = 9, 22 ìëí.ãðí.

Îòæå, ðåàëüíèé ïðèáóòîê ñòàíîâèòèìå 9,22 ìëí.ãðí. ♦
6. Çìiíà êàïiòàëó. ßêùî I(t) � øâèäêiñòü çìiíè iíâåñòèöié, A(t) � êàïi-

òàë ïiäïðè¹ìñòâà, òî I(t) = A′(t). Çíàþ÷è øâèäêiñòü çìiíè iíâåñòèöié, ìîæíà
çíàéòè çìiíè êàïiòàëó çà ïðîìiæîê ÷àñó âiä t = t1 äî t = t2 çà ôîðìóëîþ:

∆A =

t2∫
t1

I(t) dt. (2.15)

Ïðèêëàä 2.15. Øâèäêiñòü çìiíè iíâåñòèöié çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

I(t) =
4

(t+ 1)2
.

Çíàéòè çìiíè êàïiòàëó.

♢ Äëÿ îá÷èñëåííÿ âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó (2.15):

∆A =

4∫
1

4

(t+ 1)2
dt = −

4

t+ 1

∣∣∣∣∣
4

1

= −
4

5
+ 2 = 1, 2.

Îòæå, çìiíà êàïiòàëó ∆A = 1, 2. ♦
7. Íåõàé f(t) � ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi ó ìîìåíò ÷àñó t, òîäi îáñÿã âèðîáëå-

íî¨ çà ïðîìiæîê ÷àñó [t1; t2] ïðîäóêöi¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

V =

t2∫
t1

f(t) dt. (2.16)

Ïðèêëàä 2.16. Çíàéòè îáñÿã ïðîäóêöi¨, âèãîòîâëåíî¨ çà ïðîìiæîê ÷àñó

t ∈ [0; 10], ÿêùî ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ f(t) =
2

(t+ 1)
+ 4.

♢ Çãiäíî ôîðìóëè (2.15) ìà¹ìî:

V =

10∫
0

(
2

t+ 1
+ 4

)
dt = (2 ln |t+ 1|+ 4t)|100 = 2 ln 11 + 40 = 44, 8.
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Îòæå, îáñÿã ïðîäóêöi¨ ñòàíîâèòü V = 44, 8. ♦

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ
Çàäàíi ôóíêöi¨ ìàðãiíàëüíèõ âèòðàò âèðîáíèöòâà V ′(x) i ìàðãiíàëüíîãî

äîõîäó D′(x) âiä ðåàëiçàöi¨ x îäèíèöü ïðîäóêöi¨. Çíàéòè çðîñòàííÿ çàãàëüíèõ
âèòðàò âèðîáíèöòâà òà äîõîäó ïðè çáiëüøåííi âèïóñêó ïðîäóêöi¨ âiä x1 äî x2
îäèíèöü, à òàêîæ ñåðåäíi çíà÷åííÿ âèòðàò i äîõîäó:

169. V ′(x) = 50− 0, 04x, x1 = 100, x2 = 300;

170. V ′(x) = 1000− 0, 02x, x1 = 100, x2 = 200;

171. D′(x) = 100− 0, 06x, x1 = 100, x2 = 400;

172. D′(x) = 1000− 0, 08x, x1 = 100, x2 = 600.

Äëÿ çàäàíîãî ðiâíÿííÿ êðèâî¨ Ëîðåíöà y = f(x) çíàéòè êîåôiöi¹íò L íåðiâ-
íîìiðíîñòi ðîçïîäiëó äîõîäiâ ãðîìàäÿí äåðæàâè (êîåôiöi¹íò Ëîðåíöà):

173. y = 0, 75x2 + 0, 125x, 174. y = 0, 4x2 + 0, 6x,

175. y = 0, 6x2 + 0, 5x, 176. y = 0, 5x2 + 0, 6x.

Çíàéòè çàãàëüíèé ïðèáóòîê ôiðìè P (t) çà ÷àñ t, ÿêùî âiäîìi øâèäêîñòi çìiíè
ç ÷àñîì âèòðàò V ′(t) i ïðèáóòêó D′(t):

177. V ′(t) = 5 +
3
√
t2, D′(t) = 25− 3

√
t2,

178. V ′(t) = 7 +
3
√
t, D′(t) = 29− 3

√
t,

179. V ′(t) = 8 + 2
3
√
t, D′(t) = 32− 2

3
√
t,

180. V ′(t) = 9 +
3
√
t2, D′(t) = 35− 3

√
t2.

Çíàéòè çìiíè êàïiòàëó ∆A çà ïðîìiæîê ÷àñó âiä t = t1 äî t = t2, ÿêùî âiäîìà
øâèäêiñòü çìiíè iíâåñòèöié I(t):

181. I(t) = 1− e−t, t1 = 0, t2 = 10, 182. I(t) = te−t, t1 = 0, t2 = 10,

183. I(t) = 2−
1

t2 + 1
, t1 = 0, t2 = 8, 184. I(t) =

3

t+ 2
, t1 = 1, t2 = 4.
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Çíàéòè îáñÿã ïðîäóêöi¨ V , âèðîáëåíî¨ çà ïðîìiæîê ÷àñó T , ÿêùî ïðîäóêòèâ-
íiñòü ïðàöi çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ f(t):

185. f(t) = 3t2 −
1

8
et, T = 3 186. f(t) = 10 +

t2

t3 + 1
, T = 4,

187. f(t) = 2 +
1

t2 + 1
, T = 10, 188. f(t) = 4t+

t

t2 + 1
, T = 5.
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Ðîçäië 3

Íåâëàñíi iíòåãðàëè

3.1 Ïîíÿòòÿ íåâëàñíîãî iíòåãðàëó

Ïðè âèçíà÷åíi iíòåãðàëà
b∫
a

f(x) dx ïðîìiæîê iíòåãðóâàííÿ [a; b] ââàæà¹òüñÿ

ñêií÷åíèì, à ôóíêöiÿ f(x) � íåïåðåðâíîþ. ßêùî ïðîìiæîê iíòåãðóâàííÿ ¹
íåñêií÷åíèì, íàïiâñêií÷åíèì àáî ôóíêöiÿ ìà¹ íà ïðîìiæêó iíòåãðóâàííÿ òî-
÷êè ðîçðèâó, òî ïîíÿòòÿ âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó âòðà÷à¹ çìiñò. Ó öèõ âèïàäêàõ
îäåðæó¹ìî íåâëàñíèé iíòåãðàë.

Íåâëàñíi iíòåãðàëè ïîäiëÿþòü íà äâà êëàñè:
� íåâëàñíi iíòåãðàëè ç íåñêií÷åíèìè ìåæàìè iíòåãðóâàííÿ (íåâëàñíi iíòå-

ãðàëè ïåðøîãî ðîäó);
� íåâëàñíi iíòåãðàëè âiä íåîáìåæåíèõ ôóíêöié (íåâëàñíi iíòåãðàëè äðóãî-

ãî ðîäó).

3.2 Íåâëàñíi iíòåãðàëè ç íåñêi÷åíèìè ìåæàìè iíòåãðó-

âàííÿ

Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà ïðîìiæêó [a; +∞) i ¹ iíòåãðîâíîþ íà
âiäðiçêó [a; b], äå −∞ < a < b < +∞. Òîäi, ÿêùî iñíó¹ ñêií÷åíà ãðàíèöÿ

lim
b→+∞

b∫
a

f(x) dx, (3.1)
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òî ¨¨ íàçèâàþòü íåâëàñíèì iíòåãðàëîì ïåðøîãî ðîäó i ïîçíà÷àþòü

+∞∫
a

f(x) dx. (3.2)

Òàêèì ÷èíîì
+∞∫
a

f(x) dx = lim
b→+∞

b∫
a

f(x) dx. (3.3)

Ó öüîìó âèïàäêó íåâëàñíèé iíòåãðàë (3.2) íàçèâà¹òüñÿ çáiæíèì, à ïiäiíòå-
ãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ iíòåãðîâíîþ íà ïðîìiæêó [a; +∞).

ßêùî æ ãðàíèöÿ (3.1) íå iñíó¹ àáî íåñêií÷åíà, òî íåâëàñíèé iíòåãðàë (3.2)
íàçèâà¹òüñÿ ðîçáiæíèì, à ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ íåiíòåãðîâíîþ íà ïðî-
ìiæêó [a; +∞).

Àíàëîãi÷íî iíòåãðàëó (3.3) âèçíà÷à¹òüñÿ i íåâëàñíèé iíòåãðàë íà ïðîìiæêó
(−∞; b]:

b∫
−∞

f(x) dx = lim
a→−∞

b∫
a

f(x) dx. (3.4)

Íåâëàñíèé iíòåãðàë ç äâîìà íåñêií÷åíèìè ìåæàìè iíòåãðóâàííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíiñòþ:

+∞∫
−∞

f(x) dx =

c∫
−∞

f(x) dx+

+∞∫
c

f(x) dx, (3.5)

äå c � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî.
Iíòåãðàë ó ëiâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (3.5) iñíó¹ i ¹ çáiæíèì ëèøå òîäi, êîëè ¹

çáiæíèìè îáèäâà iíòåãðàëè ñïðàâà.
Ñëiä çàóâàæèòè, ùî iíòåãðàë, âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (3.5) íå çàëåæèòü âiä

âèáîðó c.

Ïðèêëàä 3.1. Îá÷èñëèòè íåâëàñíèé iíòåãðàë àáî âñòàíîâèòè éîãî ðîçáiæíiñòü

2∫
−∞

1

x2 + 4
dx .
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♢
2∫

−∞

1

x2 + 4
dx = lim

a→−∞

2∫
a

1

x2 + 4
dx = lim

a→−∞

1

2
arctg

x

2

∣∣∣∣∣
2

a

=

=
1

2
lim

a→−∞

(
arctg 1− arctg

a

2

)
=

1

2

(
π

4
+
π

2

)
=

3π

8
.

Îòæå, íåâëàñíèé iíòåãðàë ¹ çáiæíèé. ♦

Ïðèêëàä 3.2. Îá÷èñëèòè íåâëàñíèé iíòåãðàë àáî âñòàíîâèòè éîãî ðîçáiæíiñòü

+∞∫
e

1

x lnx
dx.

♢
+∞∫
e

1

x lnx
dx = lim

b→+∞

+∞∫
e

1

x lnx
dx = lim

b→+∞
ln(lnx)

∣∣∣b
e
=

= lim
b→+∞

(ln(ln b)− ln(ln e)) = +∞.

Îòæå, íåâëàñíèé iíòåãðàë ¹ ðîçáiæíèé. ♦

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ
Îá÷èñëèòè íåâëàñíi iíòåãðàëè àáî âñòàíîâèòè ¨õ ðîçáiæíiñòü:

189.

+∞∫
1

1

x6
dx; 190.

+∞∫
0

x

16x4 + 1
dx; 191.

0∫
−∞

x√
(x2 + 4)3

dx;

192.

+∞∫
−1

1

x2 + 4x+ 5
dx; 193.

+∞∫
0

arctg 2x

4x2 + 1
dx; 194.

−1∫
−∞

7
√
x2 − 4x

dx;

195.

+∞∫
−∞

x

x2 + 1
dx; 196.

+∞∫
−∞

1

4x2 − 2x+ 10
dx; 197.

+∞∫
0

xe−3x dx;

198.

+∞∫
e2

1

x(lnx− 1)
dx; 199.

+∞∫
−∞

e−x2

x dx; 200.

+∞∫
2

1

(x2 + 4)
√
arctg x

2

dx.
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3.3 Íåâëàñíi iíòåãðàëè âiä íåîáìåæåíèõ ôóíêöié

Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà ïðîìiæêó [a; b). Òî÷êó x = b íàçâåìî
îñîáëèâîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f(x), ÿêùî f(x) → ∞ ïðè x → b − 0. Íåõàé
ôóíêöiÿ f(x) ¹ iíòåãðîâíîþ íà âiäðiçêó [a; b−ϵ] ïðè äîâiëüíîìó ϵ > 0, òàêîìó,
ùî b− ϵ > a. Òîäi, ÿêùî iñíó¹ ñêií÷åíà ãðàíèöÿ

lim
ϵ→0

b−ϵ∫
a

f(x) dx, (3.6)

òî ¨¨ íàçèâàþòü íåâëàñíèì iíòåãðàëîì äðóãîãî ðîäó i ïîçíà÷àþòü

b∫
a

f(x) dx. (3.7)

Òàêèì ÷èíîì
b∫
a

f(x) dx = lim
ϵ→0

b−ϵ∫
a

f(x) dx. (3.8)

Ó öüîìó âèïàäêó íåâëàñíèé iíòåãðàë (3.7) iñíó¹ i íàçèâà¹òüñÿ çáiæíèì.
ßêùî æ ãðàíèöÿ (3.6) íå iñíó¹ àáî íåñêií÷åíà, òî íåâëàñíèé iíòåãðàë (3.7)

íàçèâà¹òüñÿ ðîçáiæíèì.
ßêùî x = a � îñîáëèâà òî÷êà ôóíêöi¨ f(x), òî íåâëàñíèé iíòåãðàë âèçíà-

÷à¹òüñÿ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì:
b∫
a

f(x) dx = lim
ϵ→0

b∫
a+ϵ

f(x) dx.

ßêùî ôóíêöiÿ f(x) íåîáìåæåíà â îêîëi âíóòðiøíüî¨ òî÷êè c ∈ (a; b), òî çà

óìîâè iñíóâàííÿ îáîõ íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ
c∫
a

f(x) dx òà
b∫
c

f(x) dx îäåðæó¹ìî:

b∫
a

f(x) dx = lim
ϵ→0

c−ϵ∫
a

f(x) dx+ lim
δ→0

b∫
c+δ

f(x) dx. (3.9)

ßêùî îáèäâi ãðàíèöi â ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (3.9) iñíóþòü i ñêií÷åíi, òî
íåâëàñíèé iíòåãðàë ¹ çáiæíèì, iíàêøå � ðîçáiæíèì.
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Ïðèêëàä 3.3. Îá÷èñëèòè íåâëàñíèé iíòåãðàë àáî âñòàíîâèòè éîãî ðîçáiæíiñòü

2∫
1

1

x ln2 x
dx.

♢
2∫
1

1

x ln2 x
dx = lim

ϵ→0

2∫
1+ϵ

1

x ln2 x
dx = −lim

ϵ→0

1

lnx

∣∣∣∣∣
2

1+ϵ

=

−lim
ϵ→0

(
1

ln 2
−

1

ln(1 + ϵ)

)
= +∞.

Îòæå, íåâëàñíèé iíòåãðàë ¹ ðîçáiæíèé. ♦

Ïðèêëàä 3.4. Îá÷èñëèòè íåâëàñíèé iíòåãðàë àáî âñòàíîâèòè éîãî ðîçáiæíiñòü

0∫
−1

1

x2
· e

1
x dx.

♢

0∫
−1

1

x2
· e

1
x dx = lim

ϵ→0

0−ϵ∫
−1

1

x2
· e

1
x dx = −lim

ϵ→0
e

1
x

∣∣∣0−ϵ

−1
= −lim

ϵ→0

(
e

1
−ϵ − e−1

)
=

1

e
.

Îòæå, íåâëàñíèé iíòåãðàë ¹ çáiæíèé. ♦

Ïðèêëàä 3.5. Îá÷èñëèòè íåâëàñíèé iíòåãðàë àáî âñòàíîâèòè éîãî ðîçáiæíiñòü

2∫
0

1
3
√

(x− 1)2
dx.

♢
2∫
0

1
3
√

(x− 1)2
dx = lim

ϵ→0

1−ϵ∫
0

1
3
√

(x− 1)2
dx+ lim

δ→0

2∫
1+δ

1
3
√
(x− 1)2

dx =

= 3lim
ϵ→0

3
√
x− 1

∣∣1−ϵ

0
+ 3lim

δ→0

3
√
x− 1

∣∣2
1+δ

=

= 3lim
ϵ→0

(
3
√
−ϵ− (−1)

)
+ 3lim

δ→0

(
1− 3

√
δ
)
= 6.

Îòæå, íåâëàñíèé iíòåãðàë ¹ çáiæíèé. ♦
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî âèêîíàííÿ
Îá÷èñëèòè íåâëàñíi iíòåãðàëè àáî âñòàíîâèòè ¨õ ðîçáiæíiñòü:

201.

1/3∫
0

e3 + 1
x

x2
dx; 202.

1∫
1/2

1

(1− x) ln2(1− x)
dx; 203.

3∫
1

1√
(x2 − 6x+ 9)

dx;

204.

1∫
0

1
3
√
2− 4x

dx; 205.

3∫
1

1
3
√
(3− x)2

dx; 206.

1∫
0

x

1− x4
dx;

207.

π/6∫
0

cos 3x
6
√

(1− sin 3x)5
dx; 208.

π/2∫
0

etg x

cos2 x
dx; 209.

π∫
π/2

sinx
7
√
cos2 x

dx;

210.

2∫
0

x4

3
√
1− x5

dx; 211.

1∫
0

1
9
√
1− 2x

dx; 212.

1/2∫
0

1
3
√
1− 4x

dx.
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